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L 'AMOUR A LA ROBOTE

Urn homme écrit & la machine une lettre d'amour et la
machine répond 4 L'homme et d la main et d la place
de la destinataire

Elle est tellement perfectionnée la machine
la machine a laver les chéques et les lettres d'amour

Et 7'homme confortablement installé dans sa machine d habiter
it & la machine 4 lire la réponse de la machine d écrire

Et dans sa machine & réver avec sa machine & caleuler %l
achéte une machine d faire l'amour

Et dans sa machine d réaliser les réves il fait 1'amour
a la machine d écire d la machine 4 faire L’'amour

Ft la machine le trompe avec un machin

un machin 4 mourir de rire

Jacques PREVERT
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Développée au cours de la derniére décennie, la
ROBOTIQUE doit son essor & la convergence de plusieurs disciplines
scientifiques et techniques notamment la mécanique, 1'é&lectronique,

l'automatique et 1l'informatique.

En quéte de plus d'autonomie, les manipulateurs industriels
amorcent une certaine convergence vers les robots relevant jus-
qu'alors de prototypes de laboratoire. Cette tendence trouve ses
motivations dans le besoin croissant d'étendre l'automatisation

industrielle 3 des tadches variées, de plus en plus complexes.

Ce besoin qui se fait sentir dans des domaines aussi
variés que l'industrie, la médecine, l'océanographie ou 1l'espace
a contribué 3 l'intensification des recherches sur les divers
problémes 1liés aux trois compcsantes d'un robot : la perception,

la décision et la commande.

Nos travaux qui se situent au niveau de la commande ont
eu pour objectif, le développement de systémes de commande adap-
tatifs qui, tout en restant compatibles avec les moyens industriels
actuels, soient susceptibles d'augmenter les performances de ra-
pidité et de précision et de s'intégrer dans une structure plus

évoluée de systémesde commande.
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Les systémes de commande peuvent &tre caractérisés par
leur capacité d'opérer des modifications au cours de 1l'évolution

du robot afin de mener 3 bien la tadche & laquelle il est assigné.

Cette caractéristique qui conditionne toute adaptativité
de fonctionnement du systéme souléve, au niveau de la commande
des robots manipulateurs, de sérieuses difficultés résultant

de la conjugaison de deux types de problémes :

i) probléme de la conversion, dans l'espace des coordonnées généralisées
(espace de configuration), des entrées naturellement définies dans

l'espace des coordennées opérationnelles (espace de la téache)

ii) probléme dynamique posé par l'accroissement rapide des effets
des forces d'inertie, des forces centrifuges et des forces de

Coriolis exercées sur le systéme dés que ses mouvements ne sont

plus lents.

La modélisation et la synthése de la commande dans
l'espace opérationnel permet, comme nous allons le voir, d'aplanir

en grande partie ces difficultés.

Le développement de nos travaux se divise en quatre

chapitres :

e Seront développées, dans le premier chapitre, les rela-

tions géométriques et cinématiques permettant d'exprimer, en
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fonction des paramétres de configuration du robot manipulateur,
les coordonnées choisies pour la description de t&ches et pour
la représentation de l'organe terminal. Le probléme de transfor-
mation inverse des coordonnées trouve, par 1l'approche analytique

développée dans ce chapitre, des solutions nouvelles et interessantes.

e Nous analyserons, dans le seccnd chapitre, l'influence des
perturbations dynamiques sur les performances recherchées et nous
dégagerons des conclusions importantes concernant les simplifica-
tions généralement pratiquées. Les principaux systémes de commande
dynamique assurant le découplage des mouvements articulaires seront

examinés.

e Dans le troisiéme chapitre, l'approche nouvelle de la com-
mande dynamique dans l'espace opérationnel des robots manipulateurs
sera développée. Cette approche résulte de 1l'élaboration du modéle
dynamique régissant les mouvements de l'organe terminal et de
l'utilisation d'un nombre de propriétés relatives aux éléments de

ce modeéle.

e Le quatriéme chapitre est consacré aux prcblémes posés par
la prise en compte des obstacles et des contraintes structurelles
auxquels le robot est confronté. Une approche nouvelle permettant
de traiter ce probléme au niveau (hiérarchique le plus bas) du

systéme de commande sera développée.
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CHAPITRE I

GEOMETRIE ET CINEMATIQUE DES ROBOTS
MANIPULATEURS
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1.1 - INTRODUCTION

Destinés 3 agir dans l'environnement grice aux organes terminaux
dont ils sont dotés, les robots manipulateurs &voluent dans leur propre
espace dit espace de configuration, de telle sorte que les taAches auxquelles

ils ont été assignés soient assurées.

D'une maniére générale, l'action d'un robot manipulateur est
essentiellement caractérisée par 1l'évolution, tant dans 1l'espace que
dans le temps, de la position et de l'orientation de son organe terminal,
des forces et des couples que ce dernier exerce sur l'environnement. Un en-
semble de contraintes concernant les limitations structurelles du gystéme
et son intéraction avec l'environnement peut, comme nous le verrons au

chapitre IV, &tre spécifié [KUL 76, FRC 7T, AKS T8, KHA T8 Bl.

L'organe terminal ou l'effectueur est la partie du systéme la
plus étroitement 1iée a la tdche. Ainsi la description de tdches se fait
a l'aide de grandeurs qui se rattachent i cet organe terminal. Le choix
de ces grandeurs et l'établissement des relations géométriques et cinémati-
ques entre elles et les grandeurs mesurables du systémes (positions vitesses
accélérations, forces et couples articulaires), ont donné naissance a de
nombreux travaux sur la géométrie et la cinématique des mécanismes articulés
sur lesquels nous reviendrons au cours de ce chapitre. Aussi, la conception
et le dimensionnement de structure de ces mécanismes ont &té parmi les prin-
cipaux thémes faisant appel & la synthése géométrique et cinématique des ro-

bots manipulateurs [PI68, SHI 76, ROT 76, SHI T78].

Dans ce chapitre, les moddles géemétriques et cinématiques associés
aux principales représentations de la configuration de l'effecteur d'un robot
manipulateur sont élaborés. Un accent particulier est mis sur les représenta-—

tions utilisant les coordonnées opérationnelles.
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Une partie importante, dans ce chapitre, est consacrée au
probléme des transformations inverses des coordonnées. L'étude qui y est
menée, contribue 3 une trds sensible réduction de la complexité de ce

probléme.

Ce chapitre s'achéve sur le développement de deux approches
permettant 1l'utilisation des paramétres d'Olindes Rodrigues dans la re-

présentation de l'orientation de 1l'effecteur.
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1.2 - REPRESENTATION, TACHES ET COORDONNEES OPERATIONNELLES

La configuration de la chalne des corps articulés constitutifs
d'un mécanisme 3 n degrés de liberté de robot manipulateur est définie

par ngrandeurs indépendantes appelées coordonndes généralisées.

La représentation de la configuration de 1'organe terminal
se fait 8 1l'aide de m paramétres définissant, dans un repére de référence
Ro, sa position et son orientation. Ces m paramétres seront appelés
paramétres de configuration de l'effecteur. Le systéme de m équations
qui les exprime en fonction de n coordonnées généralisées est dit

modéle géométrique du robot manipulateur.

Soit X le vecteur dont les composantes sont les m paramétres de
configuration de l'effecteur. En désignant par g le vecteur des n coordon-

nées généralisées, le modéle géométrique est représenté par :

X A G (@ (1.1)

Toute tdche k portant sur le mouvement de l'organe terminal est
décrite par la donnée de 1l'évolution, lorsqu'il s'agit d'une t&che 3 mouve-
ment imposé, ou des valeurs, pour une tiche 3 configuration finale 3 atteindre
de m. paramétres parmi les m parametres de configurations de l'effecteur
(mK < m). Ces m. paramétres que nous noterons XK seront appelés paramétres

de configuration de tdche.

Le systéme de m &quations exprimant les paramétres de configura-
tions de la tiche en fonction des n coordonnées généralisées est dit modéle

géométrique de la tdche [FOU 80], il s'éerit :

X, 4 G (@ (1.2)
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La tiche k est décrite par 1l'évolution, dans un intervalle
de temps, des paramétres X, ©ou encore par la donnée des valeurs finales
qu'ils doivent atteindre au bout d'un temps toe Suivant la t&che K un
deux ou trois points fixes de l'organe terminal sont astreints a &voluer
dans des domaines de l'espace 3 trois dimensions ou d les atteindre.
Lorsque la tiche K spécifie d'une fagon compléte 1'évolution ou la confi-
guration finale de l'organe terminal, ces domaines se réduisent a des tra-
jectoires ou 2 des points de cet espace. Dans ce cas, et pour un choix don-
né de paramdtres, les deux systimes (1.1) et (1.2) sont identiques. Les
paramétres X représentatifs de la configuration d'une t&che Kk sont un

sous-ensemble des m paramdtres k représentatifs de la configuration de

1'effecteur et l'on peut établir, la relation :

X, = ¢ X \ (1.3)

ol € est une matrice qui dépend de la tlche Kk ; elle est de dimensions
m.x o et de rang L Une ligne ou une colonne de EK contient au plus

un élément non nul égal 3 1l'unité.

Deux types de paramétres de configurations de 1l'effecteur ou

de la tiAche peuvent &tre distingués

i) Paramdtres indépendants : suivant le systéme, une & trois
coordonndes de position (coordonnées cartésiennes, sphériques ou cylindrigues)
et une 3 trois grandeurs angulaires (différents choix d'angles d'Euler)
sont utilisées pour définir, dans un référentiel Ro, la position et l'orien-

tation d'un repdre R 1ié 3 1l'organe terminal (m < n et m £ 6)[KUL76, ZABT9]

ii) Paramdtres dépendants : généralement, la dépendance de para-
mdtres porte sur les grandeurs définissant les rotations de 1l'organe terminal.
Les principaux paramétres utilis8s sont : les cosinus directeurs des vecteurs
unitaires du repére R dans Ro [PIE68, FOUSO] ; les composantes d'un vecteur
fixe dans R et la mesure de la rotation de l'organe terminal autour de son
support {MAK 76] ; ou les quaternions [TAYT9, RENBOA] ou les parametres
de 1'Clinde Rodrigues (cf § 1.3.4).
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Définition 1.2.1

Nous appelons coordonnées opérationnelles, les paramétres de

configurations de l'effecteur lorsque ceux-ci sont indépendants.

I1 importe quant & la multitude de représentations proposées
de bien voir que pour justifier un choix, on se référe implicitement au
mode de commande qui sera dit commande dans 1'espace de coordonnées généra-—
lisées. Dans ce mode, la commande tend & assurer la poursuite de 1'évolu-
tion des coordonnées généralisées obtenue par la résolution du modéle

géométrique ou variationnel (ef § 1.4).

Comme nous le verrons, l'un des principaux avantages des re-
présentations effectuées & l'aide de coordonnées opérationnelles est de
permettre 1l'obtention d'un modéle dynamique régissant les mouvements de
1'organe terminal. Des possibilités nouvelles sont alors offertes pour
contrdler le comportement dynamique de cette partie, essentielle, du sys-—

téme (cf chapitre III).

Le nombre de coordonnées opérationnelles est uniquement 1ié
8 la structure mécanique du systéme ; ce nombre qui sera noté m, caractérise

la mobilité du systéme en dehors des singularités (cf § 1.L.1).

Définition 1.2.2
Nous appelons degré de liberté de l'effecteur, le nombre m,

de coordonnées opérationnelles nécessairesd la représentation de ses configu-
rations.

La redondance de la structure mécanique d'un manipulateur vis a
vis du positionnement et de l'orientation de son effecteur est 1ié 3 1a
différence entre le nombre de ses coordonnées généralisées et celui de ses

coordonnées opérationnelles.

,Définition 1.2.3

Le nombre n-m, est le degré de redondance du robot manipulateur.

Lorsque n-me est non nul, le systéme est dit redondant.
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Définition 1.2.4

"Le degré de redondance d'un robot manipulateur vis 3 vis d'une
tdche" est le nombre n-mo oﬁ'mo'< est le nombre de coordonnées opération-

nelles nécessaires a4 la représentation de la configuration de cette téche

Signalons que la description de tiches & &volutions imposées
peut &tre effectufe & partir des vitesses de déplacement et de rotation
de l'organe terminal, quantités ne dérivant pas forcément de parametres
de configuration [WHIY2, VERTS]. Ce type de description s'inscrit dans
le cadre plus général de l'approche cinématique ou variationnelle du probléme

de l'inverse comme nous le verrons par la suite.
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1.3 - MODELES GEOMETRIQUES

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux différents
choix de paramdtres et aux relations de ceux-ci avec les coordonnées géné-
ralisées.

Nous nous plagons dans le cas général des systémes redondants
3 effecteurs évoluant dans l'espace 3 trois dimensions i.e. mo = 6 et
n 2me.

La position d'un point de l'organe terminal est alors définie
par la donnée de trois grandeurs indépendantes. L'emplacement de ce point
est généralement fixé i l'extrémité ou au centre de masse de 1l'organe ter-
minal, ou encore au point On de sa liaison avec le corps antécédent de la

chaine articulée.

Notons qu'en On concourent les axes des trois derniéres notations
(ef figure 1.1) de nombreux robots industriels (MA23, Polar, Renault, Roman,
Tosman, Unimation, Versatran...)[GOR T9]. Le choix du point Ok pour dé&finir
la position de l'organe terminal permet de simplifier non seulement le modéle
géométrique du systlme mais aussi son moddle variationnel (cf § 1.4). Toutefois,

un tel choix ne peut, dans le cas général de tédches, &tre retenu.

La position de 1l'organe terminal sera définie par les coordonnées
dans un repere fixe arbitraire, d'un point OE de 1l'axe passant par le pointtDn
et par le centre de masse de l'organe terminal. Ce dernier sera supposé animé

d'un mouvement rotatif autour de cet axe.

L'orientation de 1l'organe terminal sera définie par la rotation

relative au repére fixe, d'un repére d'origine()n.
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FIGURE 1.1 : Exemple d'un organe terminal
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I.3.1 - DESCRIPTION DE LA CHAINE ARTICULEE

Considérons une chaine articulée constitufe de n corps mobiles
Gl(l =1, 2,...,0n) et d'un corps fixe Co, 1iés par n articulations & un
degré de liberté. Associons a l'articulation 1 deux points‘oi et (DI appar-
tenant respectivement aux corps 61_1 et (31. Pour une articulation de
type rotatif, ces points sont confondus en un point que 1l'on notera CHT Le
sens de rotation sera défini par un vecteur unitaire Zl, le scalaire Vl repré-
sentera sa mesure algébrique. Dans le cas d'une translationzl sera dirigé
suivant 5;?:ﬂ§; et la mesure algébriquelég_ OI] sera représentée

par le scalaire ™ (cf figure 1.2).

En introduisant le paramétre binaire Faindiquant la nature

de l'articulatiocn :

pl - 0] pour une rotation (1.4)
1 pour une translation

1a 17 coordonnée généralisée a4 s'écrit :
QY T P Yt AT

avec ~ (L =1,2,..,n) (1.5)
Pp g T - p

iéme P P4 -. z P P Lr=Y
lan coordonnée généralisée étant supposée de type rotatif, le

paramétre associé s'écrit :
o= 0 (1.6)



FIGURE 1.2 : Définition des coordonnées généralisées

Lions & chaque corps Gl(l = 1,2,..,n) un repére orthonorméj{l

. . + ey . . . . N nes
d'origine Oi et de vecteurs unitaire 11, Jl et kl choisis de facon a diriger

kl suivant Zl. Le repére fixe Ro sera choisi de telle sorte que i° soit
perpendiculaire 3 la verticale ascendante et que k° soit dirigé suivant Zj.
De plus, pour simplifier le développement de calcul, l'origine O, sera
confondue avec le point Og_(cf figure 1.3). OE désigne le point dont les

coardonnées dans R, définissent la position de l'organe terminal, le vecteur
- . n(n+1)
oy OE que l'on notera L

ment de OE, la relation :

satisfait d'aprés le choix de 1l'emplace-

Ln(n+1) - lE Zn (1.7)
avec
+
lg 410, O

Introduisons les n vecteurs M(l"”l (

1=1,2,...,n) définis par
(o] 1 =1
w(1-D1 (1.8)

of o7 1=2,3,..,n

Le passage du repéreﬂ{l_ au repéred{l (1 =1,2,..,n) se

1
fait :
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(1-1)1

i) par une translation de vecteur L définie par :

-1, QD1 oy G 7L (1=1,2,..,n) (1.9)

ii) par trois rotations successives d'angles d'Euler wl

(précession), 6, (nutation) et Yy (rotation propre).

1

Un choix approprié des zéros des rotations Yis permet d'apres

la définition des repéresj{l (1=1,2,..,n) d'écrire :

Y= 01 =0 (1.10)

et
(1=1,2,..,n) (1.11)

e
 —
|
O
|—J
<2
=~

FIGURE 1.3 : Exemple d'une chaine articulée
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La matrice de composantes, dans un repérefR.k, d'un vecteur V

sera notée V<k). De plus, afin de simplifier 1'écriture, nous écrivons Zk
k
Mkl, L 15. la place de Zk(k), Mkl(k) et Lkl(k).

La matrice de passage généralisée, d'ordre 4, permettant d'ex-

primer les coordonnées, dans un repere R d'un point en fonction de ses

1-1?
coordonnées dans le repére:R.l est définie par :

g-11 1 -1
:
P(l-l)l A h 1.12)
- 0 0 0, 1 :
avec
(1-1)1A
S = S S S (1.13)
1 o1 91
ou S¢;l, Sel et S‘Pl sont les trois matzr'lces orthogonales correspondantes
aux trois rotatigns d'angles d'Euler ¢il, el et (01 définies par :
c "’1 - s wl 0
A s ¥ c Y 0
Swl 2 1 1
0 0 1
[ 1 0 0]
Se1 & 0 ¢®, 78 (1.14)
L O sel ce:L j
et
clPl ‘S(Pl 0
S(Pl A Spp c(Pl 0
L O 0 1
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dans lesquelles c et s représentent, respectivement les fonctions trigo-

nométriques sin et cos.

Comme les matrices de rotation Skl

, les matrices de passage

généralisées possédent la propriété de transitivité :

1-1
1 ] i(i+1)
P i P (1.15)
La matrice Pkl stéerit :
1 1okl
. g : L
peL o i (1.16)
0coo b
avec
1-1
k1l L
S = T g+ (1.17)
i=
et
1-1
Lkl Lk(k+1) + ;; ; Slﬁ#l) Li(i+1) (1.18)
i=k+1

Le modeéle géométrique du robot manipulateur s'obtient & partir

. . . . on
des informations contenues dans la matrice de passage généralisée P et

du vecteur Ln(n+1).

Décomposons la matrice
tions de l'organe terminal en deux

ment aux paramétres de position et

I

du vecteur ¥ des paramétres de configura-
blocs : L et R correspondant respective-
d'orientation de l'organe terminal, soit :

i

(1.19)
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Les paramétres de position peuvent &tre les coordonnées sphéri-
ques cylindriques ou cartésiennes, nous adopterons ces derniféres qui sont

les plus répandues.

L est donc le vecteur des trois coordonnées cartésisennes x, y
et z du point O dansRo, il est d'aprés la définition de la matrice de

passage généralisée, donné par :

(n+1)
L L"
— = P | (1.20)

1 1

En désignant par Pij(q) (1,5 = 1,2,3,4), les éléments de la
matrice P° exprimés en fonction des coordonnées généralisées, les expres-—
sions des composantes du vecteur L sont d'aprés (1.7), (1.16) (1.18) et(1.20)

données par
Piy (@) + P13(q) lg

X
y| = Pay (@) + P23(qQ) I’E (1.21)
z P34 (@) + P33(q) lg

ne>

L@

L'information sur l'orientation de l'organe terminal est
contenue dans le bloc S°% de la matrice PP ; la matrice de passage s°n
ou plus simplement S est formée par les trois colonnes €15 &5 et e3
regroupant les composantes, dans le repéreR,, des trois vecteurs unitaires du

repérej{n 1ié & l'organe terminal :
S@ & ST @ & e @ e@ @] (1.22)

Avant d'examiner les différents choix de paramétres d'orientation,
i.e. choix du vecteur R, nous expliciterons les matrices L(q) et S(q) dans
le cas du robot vertical 80 dont les paramétres géométriques et les diffé-
rents repéres sont portés ou définis (en fixant le sens de la rotation)

sur la figure 1.4,
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(1-1)1

i) par une translation de vecteur L définie par :

A1, A1 oy G 7t (1=1,2,..,n) (1.9)

ii) par trois rotations successives d'angles d'Euler wl

(précession), 91 (nutation) et Y, (rotation propre).

Un choix approprié des zéros des rotations Y, > permet d'aprés

la définition des repéresJ{l (1=1,2,..,n) d'écrire :

(1.10)

L}
(O]
™

"
(@]

V2]

et
‘Pl= T M (1=1,2,..,n) (1.11)

FIGURE 1.3 : Exemple d'une chaine articulée
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La matrice de composantes, dans un repéreﬂik, d'un vecteur V

sera notée V<k). De plus, afin de simplifier 1l'écriture, nous écrivons 7%
k
Mkl, L lé la place de Zk(k), Mkl(k) et Lkl(k).

La matrice de passage généralisée, d'ordre 4, permettant d'ex-

primer les coordonnées, dans un repéreR d'un point en fonction de ses

1-1?
coordonnées dans le repére:R.l est définie par :

1-1)1 |, (1-11
S( ) f L( )

P(l—l)l A ; L 12)
= o 0o o0 1 (1.
avec
(1-1)1A
S = S S S (1.13)
p1 81 91
ou S(h, Sel et S(,Dl sont les trois matrices orthogonales correspondantes
aux trois rotatiqns d'angles d'Euler ¢l’ el et ¢l définies par :
c wl - s "’1 0
A s U c Y 0
Swl = 1 1
0 0 1
[ 1 0 o]
Se1 & 0 6y 7s§ (1.14)
e s, co; |
et
clPl --s(pl 0
A s c 0
S L | cgm
L0 0 1]
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dans lesquelles c et s représentent, respectivement les fonctions trigo-

” - -
nométriques sin et cos.

Comme les matrices de rotation Skl, les matrices de passage
généralisées possédent la propriété de transitivité :
1-1

pt = T pitsh (1.15)

i=k

La matrice Pkl s'éerit :

Skl : Lkl
1 . !
Pk - . (1.16)
0coo o
avec
1-1
k1l . ‘
S = T g+ (1.17)
i=]
et
1-1
Lkl = Lk(k+1) + z ) Sl(l+1) Ll(l+1) (1.18)
i=k+1

Le modéle géométrique du robot manipulateur s'obtient & partir
des informations contenues dans la matrice de passage généralisée P et
+
du vecteur Ln(n 1).
Décomposons la matrice du vecteur X des paramétres de configura-
tions de l'organe terminal en deux blocs : L et R correspondant respective-

ment aux paramétres de position et d'orientation de l'organe terminal, soit :

X = [LT,E RT]T (1.19)
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Les paramétres de position peuvent &tre les coordonnées sphéri-
ques cylindriques ou cartésiennes, nous adopterons ces derniéres qui sont

les plus répandues.

L est donc le vecteur des trois coordonnées cartésisemnes x, ¥y
et z du point()w dans Ro, il est d'aprés la définition de la matrice de
passage généralisée, donné par :

1)
—- | = P e (1.20)

1 1

En désignant par Pij(q) (i, = 1,2,3,4), les éléments de la
matrice P°° exprimés en fonction des coordonnées généralisées, les expres-
sions des composantes du vecteur L sont d'aprds (1.7), (1.16) (1.18) et(1.20)

données par

P14(@ +P13(@ 1p

Poy (g) + P23(q) ]'E (1.21)
P34 (@) + P33(q) lg

e

L)

N X
I

L'information sur l'orientation de l'organe terminal est
contenue dans le bloc Son de la matrice pon ; la matrice de passage Son
ou plus simplement S est formée par les trois colonnes e1s & et e3
regroupant les composantes, dans le repéreR,, des trois vecteurs unitaires du

repérej{n 1ié 3 l'organe terminal :

" @ & le;@ ey(@ ej@] (1.22)

>

St)

Avant d'examiner les différents choix de paramétres d'orientation,
i.e. choix du vecteur R, nous expliciterons les matrices L(q) et S(q) dans
le cas du robot vertical 80 dont les paramétres géométriques et les diffé-
rents repdres sont portés ou définis (en fixant le sens de la rotation)

sur la figure 1.k,
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a2 1'aide des quantités ;

Vi =854 C5 C6 + C4 S6 Wi = C4 C5C6 -S4 S6
V2 = =54 C5 S6 + C4 C6 Wé = C4 C5 S6 + 54 Cé6
V3 =S4 S5 Wé = C4 S5
et
U, =C23 S5 S6 =-8S23 W
1 1
U2 =C23 S5 86 + 823 Wé
U3 =C23 C5 - 523 Wé
ol

c23 = COS(q2 + q3) et S23 4 Sin (q2 + q3)

la matrice de passage S s'écrit :

=S1 U, +C17V -S10U,+Cl7V

1 1 ) , —SlLU;+ClV,
S@ = Cl U, +S17; ClU,+SlV, ClU;+S37,
$23 S5 S64C23 W, 523 S5 S6-C23 W, S23 C5 + C23 W,

Le vecteur L(q) est, d'aprés (1.18) et (1.21) donné par :

x | |-s2[c2 1o+ c23(154C5 1) - s23 c4 551 ]+ c1 84 851
L@ & |y | |cifc2 1o+ c23(1a4c5 1) - 523 C4 S51 ]+ S1 84 851
z | | Li+ 82 1+ 823 (13 +C5 1) +C23 C4 851,

En remplacgant lE par zéro, on obtient les expressions extrémement

simples des composantes du vecteur L(q) lorsque O coincide avec ()6 :

s1 (C2 1, + €23 1,)
L@ = c2 (c2 1, + C23 1,)

1, *+ S2 12+ S23 13
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FIGURE 1.4 : Schéma du robot vertical 80
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1.3.2 - COSINUS DIRECTEURS

La. fagon la plus simple de représenter l'orientation consiste
a4 utiliser directement les &léments de la matrice S, camposantes dansRo
des vecteurs unitaires du repére 1ié 3 1l'organe terminal. Le vecteur R(q)

est alors immédiat :

R(q) = |2(@ (1.23)

Notons que l'on peut,compte tenu de 1'orthogonalité de S, n'u-

tiliser que deux vecteurs ei(q) et e.(q) pour définir l'orientation [PIE6S8,
. T
FOU80 ], i.e. R(q) = Iei(q) ej(q)l.

Un modéle géométrique GCD élaboré 3 1l'aide des coordonnées

cartésiennes et des cosinus directeurs est de.la forme :

GCD (@)

avec - (1.24)

=<
]

<
1
K
=
N
o
[\
RE!

1.3.3 - ANGLES D'EULER

Les grandeurs angulaires sont les seuls paramétres indépendants
(un nombre de trois) représentatifs des rotations dans l'espace & trois
dimensions. En mécanique, les angles d'Euler sont utilisés pour représenter
les rotations de solides mobiles autour d'un point fixe. Et l'on rencontre
dans la litterature [MOR73] différentes conventions pour leur définition.
Celle que nous avons adoptée correspond 3 la définition (1.13-1L) et que 1'on
représente sur la figure 1.5. y,8 et ¢ &tant respectivement 1l'angle de

précession, l'angle de nutation et l'angle de rotation propre.
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ko

FIGURE 1.5 : Définition des angles d'Euler

Exprimée en fonction des coordonnées généralisées, la matrice
S peut &tre interprétée comme étant le produit des trois matrices orthogo-
nales Sw s Se et S¢ représentant les trois rotations successives d'angles

d'Euler qui permettent de passer du repére R, au repéreﬂgn.

La matrice SE produit des trois rotations s'éerit :

SE _ Sw Se S(p (1.25)

S¢, 84 et Sp étant définies en (1.14), d'ol

CUCop-SYC® Sg9 -CySe-SPCcCe Co SYPsSe
Sr-:é SYCog+CYC® So -SYSe+CPCO Co-Cy SO (1.25bis)
SeSg S 8 Co ce

En écrivant 1'identité entre les éléments de la matrice Sp
et les éléments P.. de la matrice S et en supposant que P:,3 # + 1 les angles
-
d'Euler s'écrivent [KULT6, ZABT9]

o s _ _ p2
Yy = signe (P13) arc cos ( P,y /\ 1 P33)
et © = arc cos (P33) (1.26)
= a4 _ p2
¢ = signe (P31) arc cos (P32/\/1 P33)

D'ol le vecteur

R@ =[0 © o]"



qui avec le vecteur L(q) donné par la relation (1.21) permettent d'écrire

le modéle géométrique G :

avec (1.27)
T
X =1x vy z ¢ 09

Les paramétres représentatifs X forment un ensemble de coordon-

nées opérationnelles.

Comme toute représentation angulaire de rotation, celle que
nous venons d'étudier pose le probléme de la singularité de la représenta-—
tion pour certaines configurations. Ici, cette singularité se pose lorsque
P,, =+ 1(8 =k T, k entier). Dans ce cas, seule la somme ou la différence
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des angles | et ¢ peut &tre déterminée (la somme lorsque P33 =1 et la dif-
férence pour la valeur opposée). Singularité qui se posera d'ailleurs au

niveau du modéle cinématique ou variationnel (ef § 1.k.2).

I.3.4 - PARAMETRES D'OLINDE RODRIGUES

Les paramétres d'Olinde Rodrigues parfois appelés paramétres
d'Euler [REN80] sont, en fait les quatre composantes du gquarternion associées

aux rotations de l'espace & trois dimensions.

Les rotations de l'espace 3 trois dimensions sont définies par

le produit de deux symétries planes opérant sur les points de cet espace.

Soient U et V les deux vecteurs unitaires définissant les demi-
normales de deux plans associés 2 une rotation d'angle 8 , et W le vecteur
unitaire porté par la droite résultant de l'intersection de ces deux plans
et orientée de telle sorte que le tridde U, V et W soit direct (cf figure
1.6) . L'angle de rotation &étant le double de l'angle des deux plans de

symétrie, 1l'angle des vecteurs unitairesUet V est de 8/2.
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®/2 v

FIGURE 1.6 : Définition des vecteurs U, V et W

Quelle que soit la valeur de l'angle 8/2 des vecteurs U et V

nous pouvons écrire :

Uay
u.v

W SIN
(1.28)

cos

ool v

Désignons par W1, W2 et W3 les caomposantes, dans le triédre
direct de référence, du vecteur W. Toute rotation d'angle (B autour du
vecteur W peut &tre représentée par les quatre paramétres résultant du sys-

téme (1.28) et que nous noterons :

A1 = cos %

\e = Wl cop o

\s = W2 sin 32 (1.29)
A = W3sin o

Les paramétres A; Az A3 et Ay sont les paramétres d'Olinde-Rodrigues

(P.0.R.) ; ils vérifient la relation :

Ai+ A§+ Az + Ai = 1 (1.30)

A 1'aide des P.0.R. l'orientation d'un repére R par rapport &
un référentiel Ro, est définie par la rotation 8 dont il faut faire pivoter
le repére R, autour de 1l'axe passant par l'origine et orienté par W (cf

figure 1.7)
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i

FIGURE 1.7 : Définition des P.O.R.

En décomposant cette rotation en trois rotations successives,
nous retrouvons les trois angles d'Euler. Avec la convention adoptée au
§ 1.3.3, pour le choix des angles d'Euler, la détermination des P.O.R.

en fonction des angles ¥ ,8 et gconduit 3 l'ensemble des relations [MORT3]

A1 = cos % . cos E%Q
= sin & VL)
A2 = sin 3 . cos 3
A3 = sin % . 8in l_b-;_'g (1.31)
°t Ay = cos % . sin ﬂ%ﬂ

Ces relations permettent notamment de vérifier que la singula-
rité posée par les angles d'Euler est bien levée par l'utilisation des P.O.R.
En effet, aux positions singuliéres,ces paramétres font intervenir soit la somme

soit la différence des angles Y et 93 quantitésqui restent définies (cf § 1.3.3)

En fonction des P.0.R., le passage du repére Ro au repére .‘R.n

1ié 3 1l'organe terminal s'exprime par la matrice [ABA63] :

—é(li + ?\z)'T 2(A2A3 = A1ds) 2(A2As + A1ds) |
S y = 2(AaA3+ A1hs) 2(Ai + xz) -1 2(X3he = A1r2) | (1.32)
2(A2Au= A1A3) 2(Ashy + A112) 20 A2 +2%) - 1]
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Si la détermination des valeurs absolues des P.0.R. en fonction
de coordonnées généralisées se fait aisément par l'identification des

matrices SA et S. L'obtention de leur signe n'est, cppendant pas immédiate.

D'autre part, étant au nombre de 4, les P.0.R. ne sauraient
former avec les coordonnées cartésiennes de position un ensemble de

coordonnées cpérationnelles.

En émettant l'hypothése de la possibilité de choisir l'angle
de rotation 6 autour du vecteur unitaire W & l'intérieur de l'intervalle
| 0, m| M.RENAUD [RENBOA] a montré que la donnée de trois paramdtres
indépendants A2, A3 et Ay permet de définir les rotations dans le repére

R,, du repéreﬂln. Cette hypothése se traduisant par :

les P.0.R. s'expriment trés simplement en fonction des coordonnées généralisées
ils s'écrivent [REN8BOT]:

A}

A1 = %— \Pll + P22 + P33 + 1
A2 = % signe (P32 = P23) \vP11 - Py = P33 + 1

1 (1.34)
As = -2‘ signe (Py3 - P31) \ -P;; + P2y - P33 + 1

1 . ?
Ay = 5 signe (P21 = P12) \-P11 - Py + P33 + 1
Le vecteur R des paramétres d'orientation est

R = [)\2 As Aq.] (1.35)

il forme, avec le vecteur L(q) des coordonndes cartésiennes, un systéme de

coordonnées opérationnelles et le moddle géométrique Gp associé s'écrit :

x = Gy (q) (1.36)
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avec
(1.36)

Si 1'hypothése (1.33) ne peut, comme 1l'illustre 1l'exemple de
la figure 1.8, &tre satisfaite qu'en retreignant le domaine atteignable
de l'espace de configuration du systéme ; 1'étude qu'a menée M.RENAUD
[REN8OA et T] a permis de mettre en évidence l'apport appréciable des P.O.R.
tant au niveau de la représentation qu'au niveau de la cammande. Cette &tude

est 4 1l'origine des développements qui font 1l'objet du § 1.6.

I.3.5 - MODELE GEOMETRIQUE INVERSE

Elaborée dans l'espace des coordonnées généralisées, la commande
de robots-manipulateurs nécessite en premier lieu la conversion des évolu-

tions de la téche en évolutions définies dans cet espace.

Une premiére approche de ce probléme est celle qui consiste &
rechercher, si elles existent, les inverses du modéle géométrique du systéme.
L'existence de solutions est liée 2 la solubilité du mécanisme articulé,
notion introduite par D.L.PIEPER et B.ROTH [PIE68, PIE69] exprimant la
possibilité de déterminer les différents ensembles de valeurs des coordonnées
généralisées associés i toutes les configurations pouvant &tre occupées par
le systéme, pour toute position et toute orientation de l'organe terminal

[rOT T3].

La non linéarité du modéle géométrique rend extrémement camplexe
la recherche d'une inverse. C'est uniquement pour des structures particuliéres

de mécanismes articulés que des solutions analytiques ont &té trouvées.

Si cette approche peut, dans le cas de certains manipulateurs
programmés, &étre utilisée pour l'enregistrement, hors ligne de trajectoires
[VERTB], elle est de par sa lourdeur mal adaptée 4 son intégration dans un

systéme de commande de robot manipulateur.
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U '€. v A\y=-sin ¢/v3
P=0-e A2 A2 1/YT2
A3 = }\3 =| -1/4
Ay - AtJ€+ cosey/3
ll}-rl’) +€
¥ = 1/3 0P+ ¢
6 = m/3 D A2 = 1//1—2
o = 2n/3 As =(-1/4
tAL. =[1/v3

Al=+sin€/v3

FIGURE 1.8 : EXEMPLE DE DEUX EVOLUTIONS DIFFERENTES
AYANT LA MEME REPRESENTATION A,, Azet Ay
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Proposée par D.E.WHITNEY [WHIT2] la seconde approche du probldme
de la conversion consiste & utiliser 1l'inverse du modéle cinématique,

approche qui sera développée dans le paragraphe ci-aprés.
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I.4 - MODELE VARIATIONNEL (CINEMATIQUE)

Au centre de ce paragraphe se trouve l'une des principales
composantes de tout systéme de commande de robot manipulateur,é savoir
la matrice jacobienne. On la rencontre aussi bien dans les représentations
variationnelles des taches 3 évolution imposée que dans les descriptions
faisant intervenir les vitesses, voire les accélérations des paramétres
de configuration. On la retrouve encore dans l'établissement de la relation
fondamentale liant les efforts exercés sur l'organe terminal aux forces

généralisées comme nous le verrons par la suite.

Selon la définition utilisée, deux types de matrices jacobien-

nes peuvent &tre distinguées :

i) Matrice associée 3 un modéle géométrique d'éléments :

)
Jij(q) A 5&; Gi(q) (1.37)
ii) Matrice associée 3 une représentation cinématique de la

tiche et de l'effecteur utilisant les paramétres homogenes a des vitesses

X =J@ g (1.38)

ou 2 des représentations variationnelles :
x =J@ &q (1.39)

Alors que la matrice J(q) définie par (1.37) vérifie les rela-
tions (1.38) et (1.39), la jacobienne de (1.38) ou de (1.39) est associée
4 une représentation ne dérivant pas, forcément de paramétres de configura-
tion. C'est notamment le cas de la matrice jacobienne associée a la repré-

sentation en vitesse proposée par D.E. WHITNEY [WHITQ].

La relation (1.38) définit le modéle cinématique et la relation
(1.39) est appelée [RENBOT] modéle variationnel. Ces moddles, comme le moddle
géométrique (ef 1.3), se rattachent 3 des représentations de l'effecteur ou

de la tache. La distinction se fait, comme précédemment, & l'aide de 1l'indice
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(k). Une matrice jacobienne du systéme &tant définie, la jacobienne associde
3 une tiche Kk peut en &tre déduite en utilisant (cf § 1.2) la matrice de
la tiche € [Fou80] :
JK () = € J(q) (1.40)
Nous allons examiner, successivement, les différentes matrices
jacobiennes obtenues & partir des différents choix de paramétres. Nous ver-
rons que toutes ces matrices s'obtiennent & partir d'une matrice jacobienne
associée & un modéle cinématique ou variationnel de base que nous commen-—

cons par étudier.

1.4.1 - MODELE CINEMATIQUE DE BASE

I1 s'agit d'un modéle cinématique proposé par D.E.WHITNEY [WHIT2]
pour effectuer la commande en vitesse de robots manipulateurs. Le mouvement
de 1l'organe terminal est décrit par deux vecteurs V et w (cf figure 1.9)

mesurant ses vitesses de déplacement et de rotation.

FIGURE 1.9 : Définition des wvecteurs V et w

Le systéme de 6 équations exprimant les composantes dans le re-

pére de référence R, des vecteurs V et w en fonction des vitesses généra-

lisées est le modeéle cinématique de base :
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\Y
—| =J, (q q (1.41)
w

bas
>

et Jo(q) sera dite matrice jacobienne de base. Notons que l'on retrouve
cette méme matrice Jo(q) & partir d'une représentation variationnelle

[RENSO]

En utilisant les définitions et les notations développées au

*)
§ 1.3.1, les composantes dans R, des vecteurs V et w s'dcrivent :

n-1
v = E goi (Bi g1 x pin o Zl) qi
1=1 (1.42)
n-1
_ oi i .
et w= ) S -
i=1

-~

Désignons par 7% 1a matrice antisymétrique de 1'opérateur pro-
duit vectoriel par le vecteur unitaire 7. L'indice (i) sera omis lorsque

ce produit est effectué dans le repéreJ{i. La matrice Z s'écrit :

0 -1 0
Z = 1 0 0 (1.43)
0 0 0

Les relations (1.41-43) permettent donc d'obtenir :

- 2 1,0n S _nn
| _ - 1
SOl(p-1 7 Lln + pl Zl) X S0‘2((,2Z LG + Pzz )l :S ZL
Jo(q) = - i ! | ———— (1.44)
S 1 Zl : SOZ ZZ et gon n

La matrice jacobienne de base Jo(q) de dimensions 6 x n caracté-
rise, indépendamment de la représentation de 1l'organe terminal adoptée, la

mobilité de l'effecteur pour toute configuration du systéme.

(%)
Ces composantes sont exprimées dans le repérg:ﬁn pour le modéle cinématique
proposé par D.E.WHITNEY.
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En effet, au mouvement du systéme, on peut associer le mouvement
du point q figuratif de 1l'une de ses configurations ; q décrit une courbe
dans un domaine de l'espace 3 n dimensions quand le temps varie. Une posi-
tion 2 partir de laquelle le point q ne peut évoluer suivant une direction
quelconque de son domaine est une position singuliére, correspondant 3 une
confrguration singuliére du systéme. Le mouvement de 1'effecteur lorsque le
systéme occupe une telle configuration, se fait de telle sorte que les com-
posantes de ses vitesses V et w au point singulier v8rifient certaines re—
lations ou contraintes asssocides 3 cette singularité. La mobilité de 1'ef-
fecteur, dans une configuration singulidre, diminue. Elle décroit d'autant
plus que le nombre de relations indépendantes entre les composantes de V et w
est &levé. L'examen du systdme (1.41) permet alors d'établir:la mobilitd
de l'effecteur dans une configuration q, est égale au rang de la matrice
Jo(q) [FOUBO].

En dehors des positions singulidres, la mobilité est donnée par

le nombre m, de degrés de libertd de 1'effecteur.

Une décomposition de la matrice Jo(q) en produit de matrices
de formes simples a &té réalisée par M.RENAUD [RENT9B] . Cette décomposition
permet, dans le cas des systdmes non redondénts,d'obtenir trés simplement
l'expression analytique de son déterminant, ce qui fournit un moyen interes-
sant pour déterminer les configurations singuliéres. Nous verrons au §1.5
1'apport de cette décomposition quant aux problémes de 1l'inversion du mod&le
cinématique.

La matrice jacobienne de base Jo(q) du robot vertical &0 est

donnée en Annexe A.1.

I.4.2 - MODELE CINEMATIQUE ASSOCIE A GE

La matrice jacobienne Ip associée au modéle géométrique utilisant
les angles d'Euler (cf § 1.3.3) s'obtient, aisément, 3 partir de la matrice Jo
En effet, il suffit, pour ce faire, d'exprimer les dérivées par rapport au
temps des coordonnées opérationnelles Kk en fonction des vitesses V et

Les vitesses de rotations w;, wp et w3 mesurées dans le repére fixe sont
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liées aux dérivées temporelles des angles d'Euler par une relation qui, avec

la convention du § 1.3.3., s'écrit :

Wy 0. cCy syse P
wa| = |0 sy =<<VvSe 8 (1.45)
w3 1 (0] ce (;)

La relation inverse exprimant VY, © et ¢ en fonction des vitesses
de rotation présente, comme nous l'avons énoncé au § 1.3.3, la méme singula-
rité que le moddle géométrique lorsque 6 = km(k entier). Pour & # km , la

relation inverse est donnée par :

@ w1
© = 2 |“2| . : (1.46)

é w3

avec
[~=S ¥ Ctg © Cy Ctg © 1]

o (@ = cCuy S ¥ o| ©®#km) (1.47)

Cy

S v - == o}
% Se

D'aprds les définitions du modéle cinématique de base Jo(1.41)

(1.27), la matrice J_ s'obtient en introduisant

et du modéle géométrigue G E

E
la matrice :

O 0

3
d@

3

p@ 2 |- (1.48)
0

c——— - -

dans laguelle II3 et 03 désignent respectivement la matrice unité et la

matrice 4 &léments nuls toutes deux d'ordre 3. A l'aide de {,, la matrice

jacobienne JE de dimensions 6 x n s'éerit :
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JE(q) = QE(q) Jo(gq) ; (8 # k m) (1.49)

D'ol le modéle cinématique associé 2 GE et défini pour les configurations

du systéme telles que © # k7

X = 9g(q) Jo(a) 4; (® # Kk ™) (1.50)

1.4.3 - MODELE CINEMATIQUE ASSOCIE A GR

Désignons par A , le vecteur dont les composantes sont les para-—

métres d'0linde Rodrigues soit :

A= A A As AT (1.51)

L'évolution de A est régie par 1l'équation différentielle [ABA63]

. Vv R
A= A w (1.52)

N

ol (Y) est l'opération qui & A fait correspondre la matrice hx 1l :

->\2 ")\3 ')\q
Vi }\1 }\q ")\3
T (1.53)

>\3 "'>\2 A1

et ol w est le vecteur de la vitesse de rotation du repére mobile mesurée

dans le repére fixe.

Avec l'hypothése (1.33), la matrice jacobienne JR(q) de dimension

6xn associée au modéle géométrique Gy (1.36) est, a4 1'aide de J,, donnée par :

JR(q) = Qg (@) J.(q)
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avec
II3 ®3
Q,(q) = Y
R 1
03 3 A (q)
ol (1.54)

A1 Ay —Ag3
">\3 }\1 }\2
}\2 "}\2 }\1

><|
Q
[[}

Dans ces conditions, le modéle cinématique associé 3 G. s'dcrit :
? R

X = %@ Jo@ § ge {q: (@ 2 0} (1.55)

Les limites, déjd signalées, de cette représentation et les

solutions que nous avons développées pour y remédier sont présentées au § 1.6.

1.4.4 - MODELE CINEMATIQUE ASSOCIE A GDC

Les cosinus directeurs étant explicitement exprimés en fonction
des coordonnées généralisées (cf. rel.1.24), la matrice JCD(q) associée au
modéle géométrique GCD(q) s'obtient aisément en utilisant la définition

(1.37) de la matrice jacobienne.

De dimensions élevées (12xn), la matrice JCD(q) obtenue par ce
procédé se présente sous une forme qui se préte difficilement 3 toute analyse.
En 1'absence d'une connaissance de ses propriétés, seules des techniques nu-
mériques qui s'avérent relativement complexes peuvent &tre utilisées lors du

traitement du probléme de l'inverse.

Le développement de cette matrice, en faisant apparaitre la
matrice jacobienne de base Jo(q) permet trés simplement, comme nous le mon-
trons au § 1.5, de mettre en &vidence les propriétés de la représentation 3
laquelle elle est associée, propriétés dont 1l'utilisation réduira sensiblement

la complexité du systéme é\résoudre.
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Nous recherchons la matrice JcD(q) 3 partir de la définition (1.38)
de la matrice jacobienne en utilisant un résultat classique de la mécanique

relatif aux dérivées temporelles de vecteurs 1lié&s 3 un solide.

Les expressions vectorielles des dérivées par rapport au temps

. . . .n .n n ~ P s~

des trois vecteurs unitaires 1, J et k= du repered{n, supposé éetre animé
du seul mouvement de rotation défini par le vecteur w , sont données par

[VERGL]

.n
%—t = w4h 4P
djn n
dt = gu A J - (1.56)
n
et E%%E = w A k"

En utilisant 1l'opérateur produit vectoriel qui zau vecteur

ve=|r, Vv, ¥

2 Vs | fait correspondre la matrice Vo

- 0 V3 Vg
vV = Vs o -V, (1.57)
-7, v, »)

1l'cn peut aisément vérifier qu'd 1l'aide des trois vecteurs colonnes €8s et

e_ de la matrice de passage S (ef. rel. 1.22), le systéme (1.56) est représen-

3

té, suivant que w est observé dans R, ou dansR_ par l'une des deux Zquations
n

matricielles suivantes :

i)  mesuré dansRo

1=

w(o) (1.58)

D& | e (D
o
I
(&3]
0

w

ol E est la matrice 9x3
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qél
E= 1% (1.59)
=3
ii) w mesuré dansj{n
e
A B o™ (1.60)
-
3~
od EX est la matrice 9x3 :
. | |
_? ' -93 ) e2
x , '
= e TR e O (1 .61)
' 1
< & O

Le vecteur R(q) associé 3 la représentation utilisant les cosinus
directeurs &tant défini (cf rel. 1.23) par

T . T 1 T 4T
R@ = [ ;e (e ]

L'introduction de la matrice QCD de dimensions 12x6 :

T i
113 | 03
= S R .62
QCD @ ; l E}éf (1.62)
1]
et 1'utilisation des définitions (1.23) et (1.41) permettent de mettre la
matrice jacobienne JCD (12x6) associée au modéle géométrique (1.23) sous la

forme :

JCD(q) = QCD (@ Jol(g) (1.63)
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Dans ces conditions le modéle cinématique associé 3 GCD(q) s'écerit

Py o
X = QCD(q) Jo(q) g

Dans le cas ol les vitesses de rotation du modéle cinématique
de base (1.41) sont mesurées dans le repére mobileJ{n, la matrice QCD(q)
. . . . * N
définie par (1.62) fera intervenir la matrice E (1.61) 3 la place de E.

Et 1'on peut d'ailleurs aisément vérifier la relation :

E*= E S (1.64)

Notons que dans certaines représentations, seules deux colonnes
de la matrice S sont considérées, par exemple, on trouve e, etre2 dans
[PIE68, FOUBO] . La matrice jacobienne dans ce cas est de dimension 9x6.

Sa décomposition sous la forme (1.63) s'obtient en supprimant les trois

lignes de QCD correspondantes 4 la colonne non utilisée de S.
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1.5 - MODELE VARIATIONNEL INVERSE

Les difficultés posées par la recherche de l'inverse du moddle
géométrique ont conduit, comme nous l'avons dit, & l'utilisation de 1'appro-
che variationnelle. Toutefois, et malgré sa linfarisation du probléme de
l'inverse, le modéle variationnel reste un systéme complexe dont 1'obtention

et la résolution mettent en jeu un volume fort important de calculs.

I1 importe, d'autre part, de signaler que les informations sur
la téche fournie par l'inverse de ce modéle deviennent insuffisantes lorsque
de plus hautes performances sont exigées. Nous verrons, en effet, qu'un moddle
de plus grande complexité, faisant intervenir la dérivée par rapport au
temps de la matrice jacobienne est alors & utiliser [KHAT8A, PAUT9, RENTOA,
LUHB0] .

Soit 6XK la matrice m_x 1 des accroissements imposés ou des
écarts observés entre les valeurs désirées et les valeurs réelles des para-
métres de configuration d'une tdche «k 2 un.instant donné. Le probldme posé

consiste i résoudre le systéme :

X (1.65)

JK' (q) CSq K

La matrice I (q) s'obtient 3 partir de la matrice jacobienne J(q) associde
4 la représentation adoptée de l'effecteur en utilisant la matrice de la

tache € .
K

Une étude trés développée de ce probléme a été menée par A.FOURNIER
[FouB0] . La méthode de résolution proposée nous semble particulidérement
adaptée aux problémes ol la téche est décrite par un sous-ensemble des para-

métres de configuration de l'effecteur i.e.m <m
K
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Par contre, lorsque la position et l'orientation de l'organe
terminal sont camplétement spécifiées par la téche i.e. m, =m, le probléme
peut &tre notablement simplifié. Nous verrons, en effet, que la résolution
du probléme dans ce cas, met en jeu la détermination de la pseudo inverse
d'une matrice beaucoup plus simple que la matrice jacobienne. Signalons,
quant 4 la recherche de la pseudo inverse, l'algoritlme performant de calcul

itératif présenté en [ FOUSC].

Le systéme & résoudre s'éerit :
J(@) 8g= & (1.66)

J(q), 8q et &y sont respectivement de dimensions mxn, nxl et mx1. Le nombre
m dépend de la représentation adoptée et l'on a dans le cas des systémes

considérés les relations

rang |J(Q@| < M = 6< n

H
I

(1.67)

[}

ct
3
Y

Mo

Le systéme (1.66) posséde une solution si le rang de la matrice
augmentée |J(q) | 8x| est égal au rang de la matrice J(q) [NOBTT] . Cette
condition traduit la compatibilité entre la t@che imposée et la mobilité
de 1l'organe terminal. Dans le cas des systémes et des tdches considérés
1l'existence d'une solution est assurée lorsque le rang de la matrice J(q)
est égal 4 63 1'unicité de cette solution est liée au nombre des inconnues.
Lorsque ce nombre est supérieur 3 6, i.e. le systime est redondant, une infi-
nité de solutions peut &tre trouvée. La solution unique correspond au cas

des systémes non redondants i.e. n=6.

La résolution d'un systéme tel que (1.66) fait appel 3 la
notion de pseudo—inverse dont nous rappelons bri&vement dans le cas des

matrices rdelles, la définition et les propriétés [ FRa6L, SON8O]

Définition - Théoréme 1.5

Soit A une matrice réelle de dimension mxn. La matrice nxm B
. , (%) . . , . .
est dite la pseudo—inverse si et seulement si 1l'ensemble des relatlons suil-

ventes sont vérifiédes

(*) The (Moore Penrose) generalized inverse
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ABA =A BAB = B
(1.68)

ABRT=AB e @BAT

BA

. L, o+ .
De plus, la matrice B, notée A , est unique.
La solution générale du systéme (1.66) est donnée par [FOU8O] :

§q =3 (q) 8x + |3V (@ J(q) - | n (1.69)
n est un vecteur arbitraire qui peut €tre choisi comme le gradient d'un
critére & optimiser [LIE7T, FOU80] . Notons que la solution J+(q) 8y fournit
8q qui minimise au sens des moindres carrés la norme euclidienne
[|7(qa) 8q - 8x||. Cette solution est particulidrement intéressante lors d'une
incompatibilité due & une diminution de la mobilité de 1l'effecteur i.e. r< 6
En effet, si dans ce cas, le systéme (1.66) n'est pas résolvable, la solution
précédente méne 3 une configuration du systdme se trouvant 3 une distance

minimale de la téche.

1.5.1 - REDUCTION AU SYSTEME DE BASE

La matrice jacobienne J(q) de dimensions mxn admet, quelle que
soit la représentation & laguelle elle est associée, une décomposition de
la forme :
J(gq) = Qq) Jo(q) (1.70)

Q(q) est la matrice associée 3 la représentation adoptée, elle est de dimen-
sion (mx6) ou m i.e. nombre des paramitres de configuration, est supérieur

ou égal d 6. Jo(q) est la matrice jacobienne de base de dimensions (6xn).

Examinons, successivement, les matrices (q) présentées au § 1.L :

i) Matrice Q,(q) associde aux angles d'Euler
La matrice QE(q) de dimension 6x6 est définie en dehors des singu-
larités de la représentation utilisant les angles d'Euler (cf rel. 1.48). Dans

son domaine de définition, elle est de rang 6 et son inverse est, d'aprds
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(1.45) donnée par :

[}
T3 t 0
E o, @
~ (1.71)
0 Cy SV Se
ol = 0 Sy Cy SO
! 0 ce

ii) Matrice QR(q) associée au P.O.R.

La matrice(?R(q) de dimensions 6x6 est définie par la relation

(1.54). Son inverse lorsque A1# o est donnée par [RENBOT]

3 3
"1 o - -
i (@) = VA
0, 12 A (@
|

™ A%"‘ )\% }\zla- A1y Aoy + A1As 1.72)

Y@= A2het Aahs A3+ A2 Ashe = Aihz
A
A2Au= A1)s Aads+ A1Az A%+ A2

iii) Matrice QCD associée aux cosinus directeurs

La matrice QCD (q) définie par la relation (1.62) est rectan-
gulaire, elle est de dimension 12x6. Nous cherchons 3 déterminer, si elle
existe, une inverse de QCD(q). L'existence d'une telle inverse est assurée
si elle est de rang 6 ou encore si la matrice 9x3 E(q) donnée par (1.59)

z

est de rang 3. Or, on peut, en vertu de la propriété (1.6L) vérifier que :

rang E = rang E° =3
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Une inverse 2 gauche QgD(q) de la matrice QCD(q) est la

._] ~
T (q) QCD(q)) an (q). En remarquant que E et EX poss&dent

CD
la propriété:

matrice (2

T *T _ %

E" E =E E = 2 ]:I3 (1.73)
L'inverse i gauche ng(q) s'éerit :
|
T3 9%
ol @ = |----t-=T-
© , E
I
ol E+ est 1l'inverse 4 gauche de E donnée, tout simplement par:
B =1 E (1.75)

Nous avons signalé que certaines représentations ne font inter-
venir, pour définir l'orientation, que deux colonnes e et e (k,1 =1,2,3 et

1#k) de la matrice de passage [ PIE68, FOUB0] . L'inverse & gauche Ell de

la matrice Ekl associée & cette représentation ne s'obtient plus aussi

simplement gque E+ . En effet, la matrice Ekl de dimension 6x3 s'écrit

------ (1.76)

et 1l'on vérifie que la matrice symétrique ET E . n'est plus proportionnelle
k1l k1

a2 la matrice unité.

Lorsque l'on a i faire 3 une telle représentation, il est plus

judicieux d'exprimer la vitesse de rotation w dans le repére mobile.
*T

x1 de forme plus simple.

L'inverse & gauche ET est alors remplacée par E

k1

Considérons, pour illuster cette proposition, la représentation

D'aprés (1.60), la matrice E'. est donnée par :

effectuée 3 1l'aide de e, et e 13

1 3°
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- ]
. O 1 83 | &
E = _ | ! (1.77)
13 62 : el : )]
. < #*t ..
L'inverse a gauche E]3 est immédiate
- | T =
® | e2
1 T 1 T
BN = |72 817329 (1.78)
13 .
T |
e, | (0]
— i -l
*+t P N '
donnée, d'apres (1.64) par :

~ - 1‘
a 1l'inverse 3 gauche E

La comparsaison de E 13

13

P ¥t
E;; =S Ep (1.79)

soit

1
w
1]
U

P . . ~ eq s . ¥
montre la réduction importante de calcul que confere l'utilisation de E,]3

Les différentes matrices { que nous venons d'examiner sont de
rang 6 et possédent des inverses (3 gauche) Q+ sous formesanalytiques simples

Une réduction du systéme (1.66) au systéme de base, représenté par :

Jo(q) 6q = 6)(0 (1.80)
avec

8xo = Sf(q) 8x

peut alors &tre réalisée et la solution générale du systéme (1.66) devient :
+ +
8q = J5(q) 8o + [J5(@) Jol@) - I ] n (1.81)

Cette solution met en jeu la recherche de la pseudo inverse

d'une matrice 6xn.
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La réduction au systéme de base permet en outre d'envisager
l'utilisation de certaines méthodes d'inversion qui requilrent 1l'indépen-
dance des équations du systéme (1.66) et qui ne peuvent donc €tre appli-
quées aux systémes utilisant des représentations redondantes i.e. m > mo
Signalons, notamment la méthode proposée par D.E.WHITNEY [WHI69] et qui
consiste 3 chercherla solution 8q qui minimise un critére quadratique

de la forme GqﬁAGq ou A est une matrice définie positive. 8q s'éerit :

-1 _T -
6 =A 7 Jo@ |Jo(@ A7 (@] Sxo (1.82)
Cette méthode, utilisée dans[MOET3, KOZY6] permet, si l'on choisi pour A

la matrice d'énergie cinédtique du systéme d'obtenir les déplacements &lé-

mentaires 8q qui minimisent cette énergie [RENTS]

I.5.2 - REDUCTION AU SYSTEME RREFERENTIEL

Une importante étude de la matrice jacobienne, menée par
M.RENAUD [RENT9B et 80T] a permis de mettre en &vidence un repére
préférentieldlp( P partie entiére de n/2) pour effectuer son calcul. Exprimée
dans le repére J{P, la matrice jacobienne admet une décomposition intéressante
sous forme du produit de deux matrices. L'utilisation de la matrice de passa-—

ge SOP permet alors de l'exprimer dans le repére Ro.

La matrice jacobienne de base Jo(q) s'éerit :
Jo(@ =M@ N@ ¥, (1.83)

ol M(q) et N(q) sont deux matrices carrées réguliéres d'ordre € définies

avec les notations du § 1.3.1. par :
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M) = |f--=--=4 N@=[---1--- (1.84)
6, ' ¥ 6, I
— T C
avec V = i—[ ] 1 Sip Li+l Sip

et ou jf(q) est une matrice 6éxn ayant la méme structure et possédant le

méme rang que la matrice Jo(q).

Les matrices inverses Mul(q) et N_j(q) s'obtiennent immédiate-

ment :
o | l
-1 s 4 -1 Oy + vV
M@ =|===7" 3 N @ =|-*-1-—= (1.85)
@3 | S @ ' H3
| |
La décomposition (1.83) permet de réduire le systéme (1.80)
au systéme :
J &g = & 1.86
p(q) q Xp ( )
avec SXp - N-l(q) M—l(q) %o
et la solution générale du systéme (1.66) s'éerit :
I o ~+ ~ _
Sq =@ 8+ (L@ J@ - Ifn
(1.87)

avec 5XP = N_l(q) M-l(Q) Q'@ &
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La simplicité de la forme de la matrice Jp(q) en camparaison
avec la matrice Jo(q) (cf annexes Al et A2) peut &tre mise 3 profit pour
accélérer la recherche de la pseudo inverse 3 Voire envisager d'obtenir

son expression sous forme analytique.

D'ailleurs, dans le cas des systémes non redondants, i.e. n=6
l'obtention sous forme analytique de l'inverse de la matrice jacobienne
définie en dehors des configurations singuliéres, ne devrait soulever aucune
difficulté majeure, comme 1'illustre 1'exemple durobot vertical 80 (cf
annexe A2).

Quelle que soit la représentation adoptée, 1l'inverse ou plus
généralement la pseudo inverse de la matrice jacobienne J(q) est donnée

par

J@ =0 @ N M) o @) (1.88)

L'étude des configurations singulidres se fait, aisément en
examinant le rang de la matrice Jp(q). Dans le cas des systémes non redcn-
dants, ces configurations sont simplement déterminées par le déterminant

de cette matrice.

Le déterminant de jb(q) pour le robot vertical 80 presenté au

§ 1.3.1. est donné par :

Y -
det | Jp(q)l =1, 1; (C2 1, +C23 1;) S3 s5 1.89)
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1.6 - PARAMETRES D'OLINDE RODRIGUES

Les P.0.R. constituent, comme nous l'avons dit, un outil treés
intéressant pour la représentation des xotations de l'organe terminal.
Avant tout développement, il convient de préciser, qu'ad nos yeux 1l'intérét
de cette représentation est fondé sur son &ventuelle capacité de former
avec les coordonnées de position, un ensemble de coordonnées opérationnelles.
En effet, son intérét s'évalue dans le cas contraire, en la comparant aux
représentations redondantes non singuliéres de la rotation. Le critére,
par la nature du probléme qui est alors posé, sera fortement pondéré par
le volume de calcul mis en jeu pour l'obtention et la résolution du modéle

variationnel.

Avant d'examiner le probléme d'une représentation utilisant
trois paramétres indépendants, nous développons une solution plus simple

destinée aux systimes commandés dans l'espace de coordonnées généralisées.

I.6.1 - REPRESENTATION REDONDANTE UTILISANT LES P.O.R.

Le premier probléme que souléve l'utilisation des P.O.R. est

celui de la détermination de leurs signes, comme nous l'avons vu au § 1.3.L.

En effet, les éléments d'information concernant les signes des
P.0.R., disponibles au niveau de la matrice de passage S, se limitent aux
signes de six produits (Xi1X2),(A1A3),..., (A2Xy) et ( Azhs).

Une solution extrémement simple & ce probléme est basée sur une

propriété issue de la condition (1.30) sur la norme de A ; elle ='énonce

"Quelle que soit la configuration du systéme, L'un au moins des paramétres

Ay Te 11,2,3,4}  est tel que I}‘@'l > 1/8"



B

L'on peut alors, raisonnablement supposer,

de calcul le signe du paramétre dont la valeur absolue

qu'entre deux pas

est la plus élevée

demeure constant. Hypothése qui, pour un pas de calcul de 20 m s, reste

vérifiée tant que la vitesse de rotation w n'a pas dépassé 100 rd/s

les valeurs & tout instant % des paramétres A

dice du paramétre dont la valeur absolue & l'instant t

l.

Partant d'une configuration initiale ou les P.0.R. sont connus,

par 1l'un des quatre systémes :

(k)

sont donn
(k-1)

és, suivant 1l'in-

est la plus grande,

, (k-1) (k-1)]  (k-1) (k-1)] (k-1) (k=1) (k-1)
M| =max(|A] ) |[Az2]= max(|A] ) |[As|= max(|A] ) |[Xa] = max(]a} )
i 1 1 i
(k) '
A1 A/ b (P32 — P23)/82 |(P13 = P31)/l3 (P21 = P12) /Ay
Agk) (P32 = P23)/My A2/ b (P21 + P12)/As (P31 + P13)/A,
ng) (P13 - P31)/01 (P12 + P21)/A2 As/ b (Pa3 + P3z)/As
A&k) (P21 = P12)/M (P13 + P31)/b2 |[(Pas + P32)/As Ay/ b
avec (n=1) )
Ay =2 sgn (Al ) / Pll + P22 + P33 + 1
d: =2sgm 0, ") ATV
As =2 sgn (A3(n'1)) ‘VL$31 + Py, = Pyy +1
et
Ay = 2 sgn (}\4 (n—l)) V’/-Pll - P22 + P33 +1

les Pij étant les &léments de la matrice de passage S

des coordonnées

2

généralisées.

o

. .
exprimés en fonction
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Les modéles géamétriques et variationnels associés & cette

représentation s'écrivent :

X = GK (@) (1.
avec

SX =[xy z A1 A2 Az sl
et 8 = 0 (q) J (9) dq

9 (@ -

X(q) est la matrice donnée par la relation (1.53).

o La résolution du systéme (1.92) est irmédiate. En effet, la ma-
v

v
trice A (q) A(q) est égale & la matrice unité d'ordre 3. L'inverse & gauche

Q;:(q) de Q)\(q) est alors :

- | A
- HB I (D3,4
&G @= |~ -- R (1.
®3 b2 (q)
|
L _

et la solution générale du systéme est donnée par la relation (1.87).

(1.

91)

92)

93)
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I.6.2 - REPRESENTATION NON REDONDANTE

La représentation, objet du présent paragraphe, est essentiel-
lement destinée aux systémes que l'on désire contrdler dans l'espace
opérationnel ; c'est un mode de cammande auquel nous consacrons le
chapitre II. Afin d'éviter toute anticipation inutile, nous allons commencer
par nous poser le probléme de la recherche de la représentation non redondante
fournissant la meilleure précision lors de la résolution numérique du systéme
(1.66). La solution & ce probléme est, en effet, identique & celle que l'on

aurait trouvée en se posant le probléme initial, comme nous le verrons.

Les P.0.R. constituent les composantes d'un vecteur unitaire de
l'space euclidien 3 quatre dimensions. Rapportons cet espace & un "repére"
orthonormé R(O, Uys U2, U3, Uh) et considérons le point A de coordonnées
A1 X2 X3 et Ay dans ce repére. Ce point décrit, lorsque le temps varie, une
trajectoire C sur 1l'hyper surfaceXde 1l'hyper-sphére de rayon unlte centrée
a4 0. La projection orthogonale suivant u, de C, est un lieu (3 * d'un domeine
du sous-espace 3 trois dimensions décrit par{U. s J #1i} . Ce domaine est déli-
mité par une sphére unitaire Si centrée 3 1l'origine. Désignons par u(i) les
coordonnées d'un point de Si dans un repéreR;. Ces quantités sont, pour un

choix particulier desJ{i, représentées sur la figure 1.10.

(2;

1 . T 3 T 1
)=[X2 A3rs] [A1K3X4] M( ;[Klkzkér U( l[xlkzkjr

FIGURE 1.10 Dé&finition de S, et L, (3
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En remarquant que tout point p(l) appartenant i la surface s
de la sphére Si est la projection orthogonale suivant Ui d'un point A

de X pour laquelle 1la composantaki est nulle et que c'est uniquement a
(1)

partir d'un tel point qu'a 1l'évolution de u correspond deux évolutions

différentes de A sur L ; 1l'on peut énoncer le lemme.

Toute evolution de X décrivant, a parntin d'une coné&gunazfqn
Anitiale ho, une trafectoire Csur T est définie par Les parameires y /“),
A4 et seulement s4L Le Lieu Cﬁ&, profection onthogonale de C sulvant u,

est contenu dans Le domaine :
s A (£) . (4) (L)
(1)

u sera dit représentatif de cette évolution.

Notons que l'analyse de 1l'équation résultant de la différentia-

tion de la norme de A permet, elle aussi de vérifier ce lemme.

En utilisant la propriété 1.6.1, 1l'on peut, aisément, en vertu

du lemme 1.6.2 vérifier :

Corollaire 1.6.3

Au voisinage de toute configuration A, il existe une
portion non nulle de l'hyper-surface I et un triplet de paramé-
tres ﬁl), ief{1,2,3,4} ; tel que ﬁl) est représentatif de

toute évolution de A effectuée sur cette portion.

A partir d'une configuration initiale du systéme, 1l'évolution
de l'orientation de l'organe terminal peut alors €tre décrite par une suc-—

cession de triplets de paramétres u(l), ie{1,2,3,4].

Le premier probléme qui se pose est celui de rechercher les opé-

rateurs tels que (Y) (cf § 1.4.3) qui interviennent dans les matrices jacobien-
v

. 1 . . f - . ~
nes assoclées aux p( ). Comme A de la relation (1.3&), correspondant a2 la
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(i)

représentation p(1)=_lkz A3 lqlT les opérateurs associés aux différents n
font intervenir le paramétre Ai' Ils se déduisent par la suppression des
premidres lignes des matrices Lx3 relatives 3 des opérateurs tels que (Y)

de la relation (1.53) que nous allons déterminer.

Considérons les quatre matrices colonnes |A1i u(1>|T |22 {D(Q)IT
! (h)|T

(3)|Tet Ilu\ I

]Ag lu . Elles constituent quatre représentations du vec-
teur relatives 3 quatre systémes de coordonnées de l'espace d quatre dimen-

sions dont les définitions sont complétées en fixant 1'ardre dans lequel sont

rangés les paramdtres dans les u(l). Quel que soit le choix de l'ordre des

5 (1)
parametres de U

1),T
lkziu(_)l
Iki:u(l)|T (i=2,3,4). Des matrices différentes QR(q) et Q£1(q) sont alors

~ . Zz ] - -
a considérer comme d'autres grandeurs que nous verrons 1ntervenir dans le

, on peut aisément vérifier que 1l'opérateur (V) défini par

ne reste pas invariant par un changement de coordonnées tel que

chapitre (cf III). Ce qui ne va pas dans le sens de réduire la complexité

du systéme de commande.

Il existe cependant, comme nous le montrons dans l'annexe A3, trois
e e e o T
systémes de coordonnées formant avec le systéme initial A A !Al Ao Az Ku! un
ensemble de systémes de coordonnées pour lesquelles 1'opérateur (V) défini

par la relation (1.53) est invariant.

Ces systémes s'obtiennent a partir de A par des transformations

effectuées 3 1'aide des matrices orthogonales d'ordre 4 Si qui vérifient :

v v
Gi A = Si A (i=1,2,3)
En désignant respectivement par A(1) k(e) A(3) et K(h) les

quatre systéme de l'ensemble {A ,S1A, S2) , S3A} et en utilisant les rela-

tions de l'annexe A3, on peut &tablir :

RED Il RS I el ET I i NOS
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. A | s
MEP I Y MED RN OV R DIV PN IS CO R P (1.94)
Ay A3 -\ ~Ao

La propriété d'inmvariance de 1'opérateur (Y) pour les sytimes
de coordonnées (1.94), nous permet, quant 3 la mise en équation du systéme,

(3)

de faire abstraction de toute distinction entre les )\

el - - T P
Désignons par o la matrlcelcl Oy O3 Uul dont les &léments sont

alignés sur ceux de A(l) correspondante 4 la matrice u(l) adoptée pour la
représentation de l'orientation de l'organe terminal 3 partir d'une configura-

tion donnée. Le modéle gécmétrique s'éerit

x =6 (@ (1.95)
OR

avec

X |y z 02 03 UqlT

Et la matrice de 1l'opérateur (Y) est donnée par :

01 Oy =03

a<|

= =0y O3 (o)) (1.96)

O3 =02 G1

D'ol le modéle variationnel

8x = Qn (@ Jol@ &g
(1.57)
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11,

avec

or@ =

a<|

N~

0,

[}

dont la résolution fait appel & 1l'inverse de(Y). La représentativité du

triplet (0., 03,04) suppose que 0; # 0, d'ol :

of + o 02 O3 = 0104 0204 + 0103
g -1 _ 1 0203+ 0104 o} + o3 0304 = 0102 (1.98)
01
0O204= 03103 030y, + 0102 O% + Gﬁ

Ces équations restent invariantes par tout changement entre les
systémes de coordonnées (1.94), changement qui ne se manifeste gqu'au niveau

de la matrice O

Ayant fixé les quatre systémes de coordonnées associées aux tri-
(1)

plets de paramdtres représentatifs u ~’, il nous reste d déterminer la maniére

dont il convient de precédder pour effectuer, lorsque le systéme occupe une

configuration donnée, le choix entre les différents triplets de paramétres.

u(l) possibles.

En effet, en dehors des huit configurations ou seul 1l'un des P.O.R

est non nul, le choix d'un triplet u(l) représentatif de 1l'évolution sur une

portion de I au voisinage d'une configuration A , n'est pas unique.

Intuitivement le meilleure choix de paramétres lorsque le systéme

. . . . i -
occupe une configuration A est celul du triplet u( ) correspondant au para-

métre Ai dont la valeur zbsolue est la plus grande. L'interprétation géométri-

que de ce choix se fait en considérant le plan défini par les deux vecteurs Us
. . * . . .

et A\ . En effet, la configuration ) de la frontiére du domaine de la repré-

(1)

sentativité de yu situde sur le parcours minimal de A sur I , est un point

* . . < - .
du plan (Ui, A) tel que A  est perpendiculaire 3 U.. La valeur absolue !Ai!
apparait donc comme l'arc sinus de l'angle §. que 1l'on peut considérer comme

() -

la marge de représentativité de U dans la configuration A(ef figure 1.11)



FIGURE 1.11 : DEFINITION DE L'ANGLE Gi

En adoptant le choix de p(l)correspondant 3 la plus élevée des
valeurs absolues des {kil on assure la meilleure précision lors de la ré-
solution numérique du systéme (1.97) comme le montre 1l'examen de la rela-

tion (1.98).

En vertu de la propriété 1.6.1., il existe quelle que soit la

)

configuration du systéme, un triplet u 1 te1 que :

m/6 < 6i < m/2 (1.99)
Notons que la détermination des P.0O.R. fait appel, comme nous

1'avons vu au § 1.6.1 3 |Xi! n . La représentation que nous venons de

ax
développer n'introduit donc aucun nouveau calcul. Elle s'obtient en opérant
uniquement des permutations et des changements de signes sur les &léments

de la matrice G .
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1.7 - CONCLUSION

Aprés avoir examiné les principaux systémes de représentation
de l'organe terminal et &tabli les relations géométriques qui les expriment
en fonction des coordonnées généralisées, une formulation intéressante

pour 1l'élaboration des mod€les variastionnels a &té suivie.

Cette formulation qui a consistée & développer ces différents
systémes a partir du modéle variationnel de base, a permis de faire apparaitre
les propriétés mathématiques des matrices associées & ces modéles, ce qui a
conduit, en utilisant une décomposition judicieuse de la matriée jacobienne
de base [BEN8OT] 4 une approche analytique fort avantageuse du probléme de

la résolution du modéle variationnel.

Par rapport aux méthodes algorithmiques de résoltuion, cette
approche analytique du probléme permet de réaliser un gain considérable en
temps de calcul. Ce gain s'établit dans un rapport d'environ 10 dans le

cas du robot vertical 80 [REN8C].

Deux solutions permettant l'utilisation des P.0O.R. ont été déve-
loppées. Nous reviendrons au troisiéme chapitre sur les différentes représen-
tations de l'orientation de l'organe terminal et nous verrons 1l'apport appré-

ciable des propriétés obtenus au niveau du probléme de la commande.






73

CHAPITRE

COMMANDE DYNAMIQUE

II
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1.1 - INTRODUCTION

L'un des éléments fondamentaux dans la conception des robots-
manipulateurs est le développement, au niveau du pilotage de leurs organes
de puissance, des systSmes de commande susceptibles de répondre, avec préci-

sion, 2 des évolutions rapides imposées ou modifiées "en ligne".

La possibilité de réagir en "temps réel" est, en effet, une pro-
priété essentielle, de laguelle dépendra toute adaptativité de fonctionnement
du systéme.

~

La rapidité, imposée par la nature de la téche & exécuter, ou,
recherchée pour augmenter la rentabilité du systéme, est génératrice au ni-
veau des articulations du robot-manipulateur de trés importantes perturbations.
Face & l'insuffisance des systémes classiques d'asservissement local 3 assurer
le maintien des performances imposées, se sont développées, a partir du mode€le

mathématique du systéme,diverses approches de commande dynamigue.

Dans ce chapitre et aprds avoir succinctement présenté le modéle
dynamique d'un mécanisme articulé, les influences des différentes sources
perturbatrices sur le systéme seront analysées et des conclusions nouvelles
quant aux simplifications généralement pratiquées sur le modéle dynamique

seront dégagées.

La dernidre partie de ce chapitre est consacrée 4 l'examen des
principaux systémes de commande dynamique assurant le découplage des mouve-

ments articulaires.
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IT - MODELE DYNAMIQUE

Le modéle dynamique constitue avec les deux modéles  géométri-
que et cinématique un ensemble d'outils indispensables pour la conception, la

synthése de la commande et l'analyse du comportement des robots-manipulateurs.

Poursuivant 1'étude des mouvements des satellites déformables,
W.Hooker et G.Margulies [HO065] ont développé l'un des premiers modéles gmnami-
ques d'un mécanisme constitué de n+1 corps articulés suivant n articulations
du type rotatif. Issue du formalisme de Newton-Euler, la solution obtenue pré-

sente 1'inconvénient de nécessiter 1'élimination des couples de contraintes.

En 1968, J.J.Uicker[UIC68] a présenté une méthode basée sur le
formalisme de Lagrange, permettant l'obtention d'équations expiicites du
mouvement dans le cas général des systémes comportant des segments télescopi-
ques. Cette méthode conduit cependant 3 des calculs inutiles, ce qui alourdit
sensiblement la procédure de mise en &quation.

D'autres solutions utilisant d'autres formalismes tel que celul
de Gibbs Appell, d'Alembert ou d'Hamilton ont &té proposées. Une synthése
bibliographique exhaustive de ces travaux a été réalisée par M.Renaud
[RENT5 - REN8B0T] qui propose une solution intéressante permettant d'éviter les
calculs littéraux redondants que fait apparaitre la procédure de Uicker [UIC68]
en introduisant dans le formalisme de Lagrange la notion de "corps augmenté@"
[LIET4] , utilisée par W.Hooker[HO065]. Signalons également la méthode numérigue
itérative de mise en équation utilisée par M.Vukobratovié[VUKT3] et F.M.Kulakov
[KULT6] qui présente le méme avantage quant 2 la suppression des calculs redon-—

dants [KHAT8A].

Les systémes généralement &tudiés ont la structure d’arbre topolo-
gique et comme 1l'a proposé P.W.Likins [LIKT1l, les articulations considérées

possé&dent un seul degré de liberté, cas dans lequel on peut toujours se replacer
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par adjonction é&ventuelle de corps de masse nulle.

Le systéme étant supposé & liaisons indépendantes du temps, son

énergie cinétique est une forme quadratique de vitesses généralisées :

T, @) = 34 A 4 (2.1)

La matrice A(q) dite matrice d'énergie cinétique du manipulateur

est de dimension nxn et définie positive.

En désignant par V(q) 1l'énergie potentielle due 3 la pesanteur
et par : T A ]Pl...Fi...Fan le vecteur des n forces généralisées, les n

équations de Lagrange régissant le comportement dynamique du systéme s'écri-

vent :
d L oL _
-a-t— (-a-a—) EI—- = Pi 1 <i<n (2.2)
i i
ol L est le lagrangien du systéme défini par :
. A .
L{g, @) = T(q, 9) - V(q)
Sous forme matricielle, le systéme (2.2.) s?écrit :
A(Q) @ + b(g, @ - g(q) =T (2.3)

b(g,q) est la matrice colonne des forces centrifuges et de Coriolis dont le iéme
glément s'écerit :

. _ T .
bi(q, q) =g 33i(q) q (2.4)

ol &%(q) est la matrice symétrique de dimension nxn dont les #léments sont les
symboles de Christofell de seconde espéce faisant intervenir les dérivées
partielles par rapport aux coordonnées généralisfes des &léments 3; 4 de la

matrice A(q) ; ils s'écrivent :



e
SN
- '“?‘.'”Z/) é
81 E
/
piiks1 215, P2k | 2k (2.5)
2 qu qu qu

Les éléments de la matrice colonne g(q) sont les forces de pesanteur dérivant

du potentiel V(q) ; ilssont donnés par :

glq) =— E%égl (2.6)

Une seconde forme matricielle est obtenue [VUK75] en introduisant
les écritures symboliques [§ 4] et [&] représentant deux matrices colonnes
de dimensions respectives n(n-1)/2 x 1 et nx1 et définies par :

‘o ° ] 1 1 \ b 1

[. .:l é N NI l--l :..:' :. . T
qq [qlqz;q1q3:---.qlqn:.q2q3t-~-;q2qn:---;qn_lqn
°2

k

Le systéme (2.2) s'écrit :

>

. .2 ! . 2.7
[q2] q% Leee qi ]T ( )

A@ g +8@ [d4] +c@ [§%] - 9@

il
-3

(2.8)

ol B(q) et C(q) sont respectivement la matrice des forces de Coriolis de
dimension nxn(n-1)/2 et la matrice des forces centrifuges.de dimension nxn
elles sont données par [REN8OT]:
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L1512 f1,13 VAl LI A J1(xn
NN Ll S el

B(q) = 2 . s .

eo e o

/n,12 /n,‘13 /n,Tn/n,Zn gn,2n Zn,(n—‘l)n
0

et (2.9)

1,11 ,22 1,nn
/ { /

e s o

. /2,1] f,22 K 2,1’111

C(q) = .

.n,ﬂ n,22 Tn,nn
b AR

Zq 2 .- . . \ z . i ,jk
Les &€léments de la matrice B ront té .. .. b.. = ? 5
(q) seront notés lek i.e lek 2{)» 5

ceux de C(q) seront notés cij'

Les expressions des éléments des différentes matrices intervenant
dans le modéle dynamique deviennent trés lourdes dés que le nombre des degres
de liverté dépasse trois. Le calcul "3 la main" de ces &léments ne peut, dans

ces conditions, &tre envisagé.

Ainsi, des programmes de génération autcmatique permettant 1l'obten-—
tion des expressions littérales des éléments des matrices A(q), B(q), C(q) et
g(q) ont été développés. Outre les programmes T.0.A.D. (Teleoperator Arm
Design) [STUT3] et 0.S.S.A.M. (Ohio State Symbolic Algebraic Manipulator)
[DIL74] indiqués dans [KHALT6] et [LIET6]; signalons les deux programmes :
E.D.Y.L.M.A. (Equation DYnamique Litterale ‘d'un Manipulateur articulé) dévelop-
pé par W.Khalil [KH_AL'(6 KHALT8] et E.G.A.M. (Equation Generation of Articulated
Mechanism) developpé par J.Zabala Iturralde [ZABT8] qui constituent deux outils

performants pour l'obtention des &quations dynemiques des robots-manipulateurs.



83

I1.3 - ANALYSE DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE

La transposition des techniques classiques de la commande aux

systémes non linéaires et multidimensionnels que sont les mécanismes articulés

repose essentiellement sur 1l'hypothése de "faible interaction" entre les dif-

férents mouvements articulaires de ces mécanismes. Dans cette optique, le

systéme est assimilé & un ensemble de sous-systémes découplés dont chacun

est constitué d'un actionneur et d'une charge.

Si cette hypothése est légitimement justifiée lorsque les vitesses

les accélérations et les amplitudes des mouvements articulaires sont faibles

elle ne saurait 1'@tre d€s que ces grandeurs deviennent importantes, d'autant

plus qu'une précision relativement &levée est requise.

Afin d'illustrer 1l'insuffisance de cette approche éimplificaxrice

de la commande et pour mettre en &vidence les différentes sources perturbatri-

ces et d'en évaluer les effets sur le comportement dynamique du systéme, exami-

nons 4 titre d'exemple l'asservissement d'un actionneur &lectrique agissant

. Sme
sur la 1

articulation d'un robot-manipulsteur dont le schéma est représenté

sur la figure 2.1.

=1

MOTEUR + CHARGE -9

CORRECTEUR

FIGURE 2.1 : Asservissement classique d'un actionneur

En faisant abstraction des frottements et de la constante de

force contre-électromotrice, la fonction de transfert du systéme 3 commander

stéecrit :



Bb4

1
Si (p) = % 3 (2.10)
a; p

b J . . -
ou a; est la valeur présumée de l'inertie entrainée par le moteur, p étant

la variable de Laplace.

A 1'aide d'un correcteur du type PD, fixant une pulsation propre

w? et un facteur d'amortissement Eﬁ 3 soit :

X (p) = af k? (p + zf)

avec (2.11)

*x * * * *
ki = 2 Ei w et zy wy / 2§i

~e

=

la fonction de transfert du systéme asservi s'écrit :

* = ,
K. (p + z23) '

% _ 1 1

Hy () = — =3 (2.12)

-~ %
p- + 291 w; P + wy

Les performances d'un tel asservissement ne sont en réalité main-
tenues que dans la mesure ol toutes les articulations (j ; j#i) sont forcées

3 rester bloquées et ol le couple statique di & la pesanteur est contrebalancé.

En mouvement, les différents corps articulés agissent sur le systeéme
S;, comme le montre l'examen du modéle dynamique (2.8). Analysons les effets

de cette action schématisée sur la figure 2.2.

- - 2 T .
Ip; =g50@ -, (5@ gy ¢y a) -, by @ a3 g
j #1 J kAL

FIGURE 2.2. Fonctionnement réel de l'asservissement
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2.3.1 - INFLUENCE DE LA VARIATION DE L'INERTIE aii
Abstraction faite des perturbations Fpi, la fonction de transfert

du systéme en tenant compte de 1'évolution de 1l'inertie s'écrit

L ki (p + z?)

Hi () = 5 (2.13)

P +2giwip+wi
ai
= 2 1 X _ _ x _2/ i
ky =ng ki, By =ngE; etwg =gl ol ny = a.:

Une variation de l'inertie ass fait donc évoluer le coefficient
ki’ le facteur d'amortissement Ei et la pulsation propre w, . Cette &volution
se fait proportionnellement au rapport de l'inertie présumée et de l'inertie
réelle pour le coefficient ki et dans une proportion é€gale & la racine de ce
rapport en ce qui concerne Ei et w . La variation de l'inertie n'aura donc
aucune influence sur le régime permanent et notamment sur l'erreur de trainage
qui, rappelons le, est proportionnelle & g%%
i

Quant aux performances du régime transitoire, l'incidence de la
variation de l'inertie reste généralement peu significative et peut dans

nombre de cas, €tre circonmscrite.

Un bon amortissement du régime transitoire nécessite d'assurer
une valeur minimale (gi)min du facteur d'amortissement. Cette valeur est attein-—

te pour la configuration ou a;; = (a..) max. L'examen de la maniére dont le

produit du temps de réponse par la piisation propre i.e. T ; W &volue en
fonction du facteur d'amortissement [GIL67] montre qu'il y a intérét a prendre
(gi)min >0,7, ceci permet notamment de se placer dans les conditions ol les
répercussions de l'augmentation de gi sont en partie compenséespar 1l'évolution
de Ws qui opére en sens inverse. Dans ce domaine des variations de Ei’ i.e.

gi > 0,7, i1l est aisé de vérifier que l'augmentation du temps de réponse est peu

différente de la quantité :
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*
1 1 'ai

ATr., = (1 - —) avec n, =\{— (2.14)
i i a..
0.6 w ni ii

L'utilisation de cette derniére relation permet de déterminer
la valeur de a? assurant les écarts les plus faibles de hATril lorsque aii

évolue entre (aii)min et (aii)max, cette valeur est donnée par :

P e——

= 3 (V/(a;;)min + \/(aii)max)z (2.15)

*
a,
i

En adoptant cette valeur de l'inertie, la condition sur la valeur

minimale de §i stéerit :

(aii)max

" _ ,
. >1.4 p./(1 +u,) avec yuy., = —_— (2.16)
1 1 1 1 ( .
a..)min
ii
quant a ? , elle sera fixée en tenant compte de 1l'écart maximum de Tri donné
par :
U, -1
IATri =t —2 (2.17)
0.6 (ui ui + 1

La valeur type du rapport (aii)max/(aii)min est d'environ deux
ﬁﬂARTB]. En effet, si des rapports beaucoup plus importants peuvent &tre observés
au niveau de l'inertie vue par une articulation, les valeurs de ces rapports
sont sensiblement moins élevées en ce qui concerne l'inertie vue par le moteur.
Cette diminution est d'autant plus importante que le rapport de réduction du
moteur est grand. Ainsi, pour le robot vertical 80, le rapport des valeurs ex-—
trémes de l'inertie vue par la premiére articulation est de 31, aleors que le
rapport correspondant 3 l'inertie entrainée par le moteur est inférieur 3 2.
L'écart[ATrilngt alors inférieur 3 O.3/w§. Pour un facteur d'amortissement Ei
de l'ordre de 1, cet 8cart représente une augmentation maximale du temps de

réponse inférieure 3 6%.
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L'influence de la variation de l'inertie n'est alors significative
. -~ P 2 '/
que lorsque le rapport (aii)max/(aii)mlﬁxest trés élevé, l'écart IATril
tend alors vers la valeur limite 1/0.6 Wy o, qui correspond, pour une valeur
de 0.7 du facteur d'amortissement, & une augmentation du temps de réponse

d'environ 56 %.

2.3.2 - INFLUENCE DES PERTURBATIONS

L'examen du moddle dynamique (2.8) montre que le couple réellement
appliqué au niveau d'une articulation (i), est la somme algébrique du couple
moteur T. et d'un couple perturbateur Ppi (cf figure 2.2). Le couple p; est
développé par l'action de la pesanteur et par les effets, lorsque le systéme
est en mouvement, des couplages inertiels, des forces centrifuges et des

forces de Coriolis, il est donné par :

N .. .
rp; (t) = g;la(®)1- aijtq(t)lqj(t) + Cijtq(t)lqg(t)
j#i
(2.18)
< . .
- L bljk[q(t)] qj (t) qk(t)
Jok#L

Abstraction faite de la variation de l'inertie, cette perturbation
fait apparaitre au niveau de l'asseryissement de la figure 2.2. un écart 8pi

que l'on peut exprimer par :

H. (p)
bp; (p) = ——— p, (p)
C.(p)
1
5 (2.19)
§p. (p) = et T's. (p)
1 1

1+2£i p/wi+p2/wi
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Afin de donner une &valuation quantitative de l'influence des
perturbations Iﬂpi(’c) sur l'écart gpi(t), soumettons les articulations
j: (jel1,..,n} 3 j#1) & des essais harmoniques de méme pulsation et de méme

amplitude et maintenons l'articulation (i) en régulation, soient :

q, (t) = q,
* 10 (2.20)

qj(t) I50 * & sin w_t (j e{l,...,n} ; j#i)

Oscillant autour des valeurs relatives 3 la configuration nominale
” rd 7/ - - -
q,> les Eléments aij[ alt)], bijk [q(t)] et e 3 Lq(t)] seront, afin de simpli
fier le calcul, supposés constants. Ceci est justifié dans la mesure oi 1l'on

cherche une évaluation grossiére du phénoméne.

En faisant abstraction du couple statique dfi i la pesanteur, la
perturbation dynamique est de la forme :

Fp (t) - =, + B, sin :wot - o, cos Zmot

i
2 2
wo eo > =
oy = 5 /., cij (qo) /_4. bijk(qo) (2.21)
j#i Jok#L
B = wle S a.. (q.)
i o o ZTJ iJ (o}
jFi

Par cette perturbation, l'articulation (i) est soumise & 1l'accélération

Ypi (ty = I (t) / a.. (2.22)
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faisant apparaitre 1l'écart :
= 1 - ;
8pi(t) -, [-o; B (0)+B,E, () sin(u_t+@(w,))
- a; E;(20) cos(2w_t + ¢i(2wo)]
avec
1/ w;
E. (w) = - (2.23)
i e T2y 2 2, 2 2 11/2
[ (1-070})?+ 4 E20?/ wf ]
et
- 28, w/ w,
¢i (w) = arctg = =
1 - w?/ w?
i
En amplitude, cet écart peut donc atteindre :
lspi max - " / %1
(2.24)
ol - _ ;
ng = oyl [Ei(O) +E; )] + 18] E; ()

Exprimant un résultat classique de la théorie des asservissements
linéaires, la relation (2.2L4) nous permet de formuler un résultat fondamental
quant 3 1'évaluation de l'influence des perturbations sur les différentes

articulations du syste&me.
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Souvent considérés comme négligeables, les effets des forces
de couplage au niveau des dernidres articulations peuvent &tre en réalité
beaucoup plus néfastesque ceux qui se manifestent au niveau des premiéres

articulations de la chaine.

En effet, l'influence des perturbations sur une articulation comme
le montre la relation (2.2L4) devrait &tre estimée non pas par le poids des
paramdtres dynamiques relatifs aux forces de couplage qui agissent au niveau
de cette articulation, mais par les valeurs relatives de ces paramétres par

rapport a l'inertie vue par 1l'articulation.
Nous allons, afin d'illustrer ce résultat, appliquer les essais
(2.20) sur le robot vertical 80 dont les paramétres dynamiques ont &té iden-

tifiés par Y.Hubert [HUB81]

Exemple : choisissons arbitrairement la configuration nominale :

90 0

Iy m/6

d3q _ m/6
qo Q =

%o /4

950 /4

950 0.

Pour cette configuration, les valeurs numériques des éléments

des matrices A(qo), B(qo) et C(qo) sont données sur le tableau 2.3.



MATRICE D'ENERGIE CINETIQUE A(g.)

.191E + 04 -.239E + 01 -.613E + 01 -.567E + 01 -.779E + 01 .000E + 00
-.239E + 01 .252E + 04 .515E + 03 -.109E + 02 .827E + 01 .000E + 00
-.613E + 01 .515E + 03 .800E + 03 -.697E + 01 .757E + 01 .000E + 00
-.567E + 01 «-.109E + 02 -.697E + 01 .316E + 01 .000E + 00 .000E + 00
-.779E + 01 .827E + 01 .757E + 01 .000E + 00 .350E + 01 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .200E + 01

MATRICE DEs Forces DE CorioLis B(g.)
Colonnes (1 a 5)
-.108E + 04 ~.631E + 03 .130E + 02 -.214E + 02 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 -.174E + 02 ~.169E + 02 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 ~.129E + 02 -.125E + 02 .000E + 00

.174E + 02 «129E + 02 .000E + 00 .210E + 01 .000E + 00

.169E + 02 .125E + 02 -.210E + 01 .000E + 00 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00

Colonnes (6 @ 10)
-.635E + 01 .103E + 01 .728E + 00 .000E + 00 .103E + 01
-.257E + 03 .408E + 01 -.344E + 02 .000E + 00 .408E + 01

.000E + 00 -.446E + 00 -.188E + 02 .000E + 00 -.446E + 00

.446E + 00 .000E + 00 .133E + 01 .000E + 00 .000E + 00

.188E + 02 -.133E + 01 .000E + 00 .000E + 00 -.133E +)01

.000E + 0Q .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00

Colonnes (11 4 15)

.728E + 00 .000E + 00 -.133E + 02. .000E + 00 .Q00E + 00
-.344E + 02 .000E + 00 -.218E + 02 .000E + 00 .000E + 00
-.188E + 02 .000E + 00 -.140E + 02 .000E + 0O .000E + 00

.133E + 01 .000E + 00 .166E + 01 .000E + 00 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 <CO00E + 00 .000E + 00

.000E + 06 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 0O

PATRICE DES FORCES CENTRIFUGES C(q.)

.000E + 00 -.713E + 01 -.317E + 01 .746E + 01 .719E + 01 .000E + 00

.542E + 03 .000E + 00 -.128E + 03 -.108E + 02 -.134E + 02 .000E + 00

.315E + 03 .128E + 03 .000E + 00 -.685E + 01 -.632E + 01 .000E + 00
-.651E + 01 -.204E + 01 .223E + 00 .000E + 00 .00CE + 00 .000E + 00

.107E + 02 .172E + 02 .940E + 01 -.829E + 00 .000E + 00 .000E + 00

.000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00 .000E + 00

TaBLEAu 2.3 @ COEFFICIENTS DYNAMIQUES POUR LA CONFIGURATION

9. DU RoBoT vERTICAL 80
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Les correcteurs C. (i = 1,2,...,6) sont réglés de telle sorte
que (€i =1etw = 10) et que la variation de 1l'inertie vue par chague

articulation soit compensée. Lfarticulation maintenue en régulation est

Clh.

qq(8) = qyq (2.25)

qj(t) = qjo + e, sin Wy t; (i=1,2,3,5,6)

Pour unepulsation mo de 2rd/s et une amplitude e, de 0.5 rd
(vitesse max de 1rd/s et accélération max de 2rd/sz), l'application des rela-
tions (2.21) (2.24) fait apparaitre au niveau de la 4ilme articulation un
écart de 1l'ordre de 10 degrés correspondant & une accélération lypl d'environ

20 rd/s2. *

L'estimation au cours de cet essai, des &carts dus aux perturba-
tions dynamiques au niveau des trois premiéres articulations montre que ceux-
. v P .
ci sont de l'ordre de 1° (|Yp| - 2rd/s) ; cet écart est d'environ 10° pour

la 5iéme articulation. *

La simulation du systéme pour les entrées (2.25) fait apparaitre
au niveau des articulations q), et s des écarts 10 fois plus importants que
ceux qui apparaissent au niveau des trois premiéres articulations, comme

1'illustre la figure 2.L.

En se placant dans les mémes conditions gque précédemment, le méme
phénomdne a été observé sur le MA23, manipulateur notablement plus léger que le

Robot vertical 80.
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FIGURE 2.4

Influence des perturbations
(Robot Vertical 80)
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I1.4  COMMANDE DYNAMIQUE

Dans ce mode de commande, la variation des parameétres dynamiques
du systéme est considérée et les effets des forces perturbatrices, statiques
(i.e. forces de pesanteur) ou dynamiques (i.e. forces de couplages inertiels

forces centrifuges et de Coriolis) sont compensés.

Le point de départ dans la conception des systémes de commande
dynamique est le développement d'un niveau assurant le découplage des
mouvements du systéme. Ainsi, l'on peut observer que les diverses techniques
de commande utilisées sont appliquées sur le systéme découplé ou supposé

comme tel.

Exclues par la nature itérative et non linéaire du systéme,
les techniques de commande optimale bien adaptées quant aux taches a confi-

guration finale 3 atteindre, ont laissé la place & des soluticns "sous opti-

males".

Le probléme de la commande sous optimale en "temps minimal"
a été étudié par M.E.Kahn [KAH69]. La solution proposée est basée sur la
linéarisation des équations de mouvement et le découplage des commandes. Le
mode "bang bang" est remplacé, au voisinage de 1'état final, par une commande

proportionnelle.

Outre les difficultés analytiques que souldve cette méthode, le
domaine de validité des équations linéarisées du mouvement reste généralement

fort limité.

Ces difficultés sont contournées en se posant le probléme de la
commande optimale non pas au niveau du systéme non linfaire, mais au niveau

du systéme découplé. Cette démarché a été notamment suivie par G.N.Saridis
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[SART6, SARTT] dans la synthése d'une commande sous-optimale minimisant un .
critére de performance 1ié 3 la cinématique et & la dynamique du systéme .

Le probléme auquel on est alors confronté est celui de la mise en oeuvre

d'un systéme de commande assurant le "découplage des mouvements articulaires"

(ef 2.4.1.).

Pour s'affranchir de ce probléme, K.D.Young [YOUT8] préconisa
une approche basée sur la théorie des systémes 3 structure variable (VSS)
développée par V.I.Utkin[UTKT1, UTKTT] .Cette approche consiste 3 imposer au
systéme un régime glissant de fagon 3 le rendre insensible aux variations
de paramétres et aux perturbations ; son principal avantage est de nécessiter

qu'une connaissance grossiére du moddle amique du systéme.
q

Cette insensibilité étant acquise au prix d'une sollicitation quasi-
permanente des organes de puissance et de la structure mécanique, ce mode de
cormande (bang bang & haute fréquence) est en pratique, difficilement applica-

ble aux systémes mécaniques articulés.

2.4.1 - DECOUPLAGE DES MOUVEMENTS ARTICULAIRES

Les premiéres structures des systémes de commande dynamique ont été
développées suivant un schéma trés voisin de celui des systdmes classiques. En
effet, 1l'hypothése de faible interaction étant maintenue, le systéme de commande
(cf figure 2.5) est réduit 2 s'opposer aux forces de pesanteur et 3 assurer
la compensation des variations des inerties vues par les organes de puissance
i.e. les &léments diagonaux de la matrice d'énergie cinétique [PAUT2, MART3].
Or, comme nous l'avons souligné au § II.3, les effets de la variation de
l'inertie sur le maintien des performances restent le plus souvent peu signi-

ficatifs devant ceux.que provogquent les forces de couplage dynamiques
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P ‘ l g, (@
+ } + A+ - 1
Ly ky (p+z,) 211 3, o7 > q

FIGURE 2.5 : Compensation des termes diagonaux de A(q)

Les mouvements articulaires du robot manipulateur sont régis par
le systéme d'équations différentielles non linéaires (2.3). A partir de 1'ins-

tant initial ts le systéme est représenté par :

b ra(t) , Q(e)1 = Tit) ; Q) = Q (2.26)

ol ¢(.) est la fonction vectorielle 3 n dimensions définie par :
() A A [g(t)1d(t) + b [qg(t) , q(t)] - g [q(t)] (2.27)
et ol Q(t) est le vecteur d'état & 2n dimensions

T
o(t) A [g(t) & ()7 (2.28)

Le mouvement du systéme est décrit par une équation de la forme :

Q) = yra(t), T(e)1 ; Q(t)) = Q (2.29)

Soit Qx(t) 1?évolution & partir de l'instant to correspondante

4 la t&che imposée au robot manipulateur. Le probléme posé est celui de trouver
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les commandes (%) faisant évoluer le systéme (2.26) le long de la trajec-

toire Qx(t).

Une synthdse d'un systéme de commande répondant & ce probléme
a &été effectube par E.Freund [FRET6] en appliquant les techniques de décou-
plage non linéaire [POR69 FRETS] . Dans le cas des systemes considérés, 1'in-
térét principal de cette approche réside dans ce qu'elle représente comme
caution pour la validité du systéme de commande qui en résulte . Car, par
ailleurs, ce systéme de commande peut s'obtenir trés simplement, en opérant

directement sur 1'équation matricielle (2.3) [KHALTSI .

Dans un cadre plus général, A.V.Timofeev et Yu V.Ekalo [TIMT6]

ont résolu ce probléme et démontré la validité de la solution .obtenue.

Nous énongons sans le démontrerle théoréme [TIMT6]

Théoréme 2.1

Soient £ et K deux matrices de dimensions nxn telles que la
matrice : 1T

®n ¢ n
M = e - - -

-£ ! K

de dimensions 2nx2n soit Hurwitzienne (i.e. toutes ses valeurs propres 3 partie

réelle ndgative). L'application au systéme (2.26) de la loi de commande :

r(e) =06 [Q(t), oF () + M [Q(t) - o* (£) 1 (2.30)

assure la stabilité asymptotique de Qx(t). I1 existe donc un instant

te = T(g,M) > ty 4 partir duguel 1'inégalité ci-aprés est satisfaite :
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(t)
late) - o®(t)[<e , ¥t > t_ ¥ > O (2.31)

Pour un choix approprié des matrices £ et K, 1'écart (t€ - to)

peut €tre arbitrairement petit.

Le théoréme précédent s'applique au cas ol 1l'écart
lQ(to) - Qx(to)lest grand [PAVT76]; c'est notamment le cas des taches 3

configuration finale & atteindre.

Cette loi de commande.permet de réaliser le découplage des mou-
vements articulaires et de leur imposer une dynamique linéaire. Distinguons

les deux cas suivants :
i) &volution imposée : la loi de commande (2.30) s'écrit :

r(t) = Alq(e)IT_(t) + b [q(t) , 4(8)] - g [q(t)]

ol (2.32)
r(8) = qf(t) - Ela(e) - ¥ (] - K [q(t) - g¥ ()]

Le découplage des mouvements articulaires est réalisé en prenant
g et K diagonales, la stabilité asymptotique est assurée dds que les éléments
diagonaux de & et K sont positifs. Dans ces conditions A(q) &tant définie
positive, les écarts € (eq(t) A la(t) - qx(t)l)en boucle fermée sont ré%is

par le systéme 4 'équations différentielles linfaires :

Eq(t) + £ éq(t) + K g = q (2.33)

Le schéma bloc des asservissements est représenté sur la

figure 2.6.

(f) L'inégalité porte sur chacune des 2n composantes.
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SYSTEME

CALCUL DE
b(q,q) - g(q)

FIGIRE 2.6 : Découplage des mouvements articulaires pour
une tdche a évolution imposée

L'application de la loi de commande (2.32) au robot vertical 80
placé dans les conditions de l'essai présenté au § 3.2 permet de réduire au
voisinage de zéro les écarts entre les mouvements désirés et les mouvements
suivis. Les enregistrements de la simulation présentés sur la figure 2.7 font

apparaltre une superposition quasi-parfaite de ces mouvements .
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Réponse a
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un essai harmonigque du Robot
(commande dynamigue)
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ii) Configuration finale 3 atteindre : dans ce cas, la loi de

commande (2.30) s'éerit :

I'(t) = Alq(t)IT (t) + b [q(t), q(£)] -g(q)
ol (2.34)

I_(t) = =E q(£)-K [q(t) - g (t)]

En boucle fermée, les mouvements articulaires sont régis par

1e-systéme d'équations différentielles linéaires (cf figure 2.8)
.o . x
q(t) + £ g(t) +Kg(t) =Kg (2.35)

Le découplage des mouvements articulaires est réalisé lorsque les

matrices { et K sont diagonales.

Notons que dans ce cas, il peut &tre intéressant de limiter les
vitesses de déplacement. Ceci se fait en faisant apparaltre, dans la loi de

commande, des variables auxiliaires qui seront saturées aux valeurs maximales

Q
SYSTEME
CALCUL DE :J
b(q,q) =~ g(q)

FIGURE 2.8 : Découplage des mouvements articulaires pour une

-~

tache 3 configuration finale & atteindre

des vitesses données [KHATS]

Q*(t)

Ixi gl
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2.4.2 - SYSTEMES DE COMMANDE

Développés 3 partir du modéle dynamique régissant les mouvements
articulaires du robot manipulateur, les systémes de commande sont congus sui-

vant une structure & deux niveaux destinés 3 assurer ;

i) - la conversion dans l'espace des coordonnées généralisées des

grandeurs définissant la t&che.

ii) - le calcul des forces généralisées permettant de commanderle
systéme tout en s'opposant aux effets des forces statiques

de pesanteur et 3 ceux des forces dynamiques de couplage.

La mise en oeuvre sur calculateur numérique des algorithmes cor-—
respondant & ces deux niveaux, en vue d'un fonctionnement en liéne, souléve
de sérieuses difficultés temporelles. En effet, la résolution du probléme de
la conversion de la t&@che et le calcul des différentes forces de compensation
nécessitent, par le volume de calcul fort important qu'ils mettent en jeu, des

moyens trés puissants de calcul.

Lorsque 1l'évolution de la t&che est prédéterminéde, la charge de
calcul en temps réel du systéme de commande peut &tre considérablement réduite-
Dans ce cas, en effet, 1'évolution des coordonnées généralisées correspondante
4 la tache imposée s'obtient aisément en opérant "hors ligne". La connaissance
de cette &volution peut d&s lors &tre mise 3 profit pour calculer la loi de
commande en boucle ouverte correspondante a cette évolution i.e.

s o (Q*, Q*). L'application, 3 travers une chaine d'anticipation, de cette loi
de commande (cf figure 2.9) et l'insertion pour assurer la stabilité du systlme,
d'un correcteur non-linéaire permet, tout en réduisant le nombre des calculs

4 effectuer en temps réel, de maintenir de bonnes performances de précision

et de rapidité [LIETT7, KHALT8 KHALTI].



104

4*
(e e
Q*

CORRECTEUR \- > SYSTEME ————? Q

FIGURE 2.9 : Commande dynamique avec une chaine d'anticipation
prédéterminée .

Lorsque les taAches sont imposées en temps réel, les difficultés

signalées restent entidres. Ces difficultés ont conduit au niveau du probléme

de la conversion, 3 utiliser la structure du systdme de commande cinématique

proposée par D.E.Whitney [WHIT2] (cf figure 2.10) ou l'une de ses variantes;

[VERT8] quant au probléme dynamique,ncmbre de solutions basées sur des simpli-

fications du modSle dynamique [PAUT2 BEJT4, SARTT] ou encore sur une linéari-

sation de celui-ci [YUA78]on£ été proposées. Les performances du systéme sont alors
d'autant plus dégradées que les vitesses,les accélérations et les amplitudes des

mouvements sont &levées.

CORRECTELR SYSTEME i: >

FIGURE 2.10 : Commande cinématique
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Une approche intéressante du probléme des compensations dynamiques
est celle qui consiste & mémoriser dans l'espace de configuration [RAI7T . RATITS]
les coefficients dynamiques des équations du mouvement, i.e. éléments des

matrices A(q), B(qa), C(q) et g(q)

Examinons, en premier lieu, la maniére dont les coefficients

dynamiques dépendent des coordonnées généralisées.

Propriété 2.1

"Les €léments des matrices A(q), B(q) et C(q) sont.indépendants
de la premidre coordonnde généralisée. Ils le sont aussi vis & vis de
la niéme coordonnée généralisée si celle-ci correspond 3 un mouvement
rotatif autour de l'axe passant par le centre de masse du corps Gn et

du point de sa liaison avec le corps antécédent"

En effet, 1l'énergie cinétique mise en jeu lors de 1l'évolution
d'une coordonnée q; ne dépend que de la configuration dans le repére 1ié
au corps C&, des corps situés en aval de l'articulation (i); les coordonnées
ay et a, n'apparaitront donc pas dans lescoefficients aij des termes éi éj
de la forme quadratique de 1l'énergie cinétique (cf relation 2.1.). Il suffit
en ce qui concerne les matrices B(q) et C(q) d'examiner les relations (2.5)

et (2.9).

Notons que les conditions concernant 1'indépendance vis 2 vis

de a, sont remplies par la quasi-totalité des systémes dotés d'organe terminal.

Lorsque ces derniéres conditions sont satisfaites, la matrice g(q)
des forces de pesanteur est indépendante de q, 5 son indépendance de 9 n'est
cependant obtenue que lorsque 1l'axe du mouvement de cette articulaticn est

vertical. Nous reviendrons sur cette question au chapitre III.

Proposée par M.H.Raibert [RAITT, RAIT8] 1'approche qui consiste 2
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mémoriser les coefficients dynamiques a été utilisée pour la ccmmande du
Stanford Scheinman arm, manipulateur possédant six degrés de liberté

(ef figure 2.11). Cette mémorisation est effectude dans un espace quantifié

3 quatre dimensions. En utilisant huit niveaux de quantification, la mémo-
risation des 60 coefficients dynamiques que font intervenir les é&quations

du mouvement de ce manipulateur, requiert 250 K mots (12 ou 16 bits). Ce
chiffre est trds 8levé pour les calculateurs numériques actuellement utilisés.
Dans le chapitre III, un éventail de solutions correspondant & divers

compromis "temps de calcul-place mémoire" est proposé.

SYSTEME

CALCUL DE
b(g,q) - g(q)

FIGURE 2.11 : Mémorisation des coefficients dynamiques

pour le découplage des mouvements articulaires.
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I1.5 - CONCLUSION

L'analyse, 2 l1'aide des équations de mouvement, du comportement
dynamique des robots manipulateurs a de nouveau confirmé 1l'inaptitude des
techniques classiques de la commande 3 assurer le maintien des performances

imposées lorsque les mouvements du systéme sont rapides.

Le principal apprort de cette analyse réside toutefois dans ses
conclusions concernant l'influence des forces dynamiques au niveau des derniers
coprs de la chailne articulée. I1 a été démontré, en effet, que les simplifica-
tions généralement pratiquées 2 ce niveau ne sont nullement justifiées. Nous
avons vu que les effets de ces forces dépassent en fait, et de loin, ceux qui

se manifestent au niveau des premiéres articulations du systéme.

Aprés avoir présenté 1'approche du déccuplage des mouvements arti-
culaires, nous avons soulevé le probléme de la mise en oeuvre et souligne les
difficultés qui résultent, lors de la commande en temps réel, de la conjugaison
du probléme de la conversion de la tiche et de celui posé par les compensations

des forces dynamiques.

Basé€s sur l'approche du découplage des mouvements articulaires, les
différents systémes de commande que nous avons présenté laissent subsister les
difficultés temporelles relatives au probléme de la conversion de la tiche lors-

que cette derniére est imposée en Ligne.






109

CHAPITRE III

SYNTHESE DE COMMANDE DYNAMIQUE DANS L’'ESPACE OPERATIONNEL
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IT1.1 - INTRODUCTION

Etroitement 1ié & la tiche, l'organe terminal est au centre du
probléme de la commande des robots manipulateurs. La principale mission du
systéme de commande est, en fait, de faire en sorte que les mouvements de
cet organe et les forces et/ou les couples qu'il exerce sur l'environnement
"suivent" au mieux 1'évolution désirée de la tiche. Ceci, tout en assurant
la stabilité globale du systéme et tout en respectant les contraintes auxquel-

les celui-ci est soumis. .

Se pose alors la question de savoir si 1'approche qui consiste
4 développer le systéme de commande selon une structure 3 deux niveaux assu-
rant successivement la transformation des coordonnées de la tiAche et 1l'asser-
vissement aux mouvements articulaires obtenus, permet de remplir au mleux

cette mission.

Ce chapitre apporte une réponse 3 cette interrogation et présente

une approche nouvelle du probléme de la commande.

Aprés avoir élaboré, dans le cas des systdmes non redondants, le
modéle dynamique qui régit les mouvements de l'organe terminal dans 1l'espace
opérationnel,une nouvelle structure du systéme de commande assurant le découplage

de ces mouvements est proposée.

Les difficultés sculevées par la mise en oeuvre de ce systéme de
commande sont considérablement réduites gréce 3 la mise en évidence d'un grand

nombre de propriétés fondamentales concernant les variations des coefficients
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dynamiques intervenant dans la commande. Ces résultats sont obtenus en consi-
dérant les deux systémes de coordonnées opérationnelles utilisant les angles

d'Euler et les P.0.R. (cf Chapitre I).

Une seconde réduction du probléme de la mise en oeuvre est obtenue
~

en utilisant les techniques d'approximation multivariable et grace 3 une

importante propriété dynamique comme nous le verrons au § 3.5.

Cette approche de la commande est &tendue par la suite aux diffé-
rentes représentations de l'orientation présentées dans le premier chapitre

et au cas général des structures mécaniques redondantes.
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II1.2 - MODELE DYNAMIQUE DE L'EFFECTEUR

Les mouvements, dans l'espace des coordonnées généralisées, d'un
systéme mécanique articulé sont régis, comme nous l'avons vu au § 2.2, par

1'équation matricielle :

A@agq + b(qa-g(@ =T

avec (3.1)

b (g & = B@ |gd] +c@ |4

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux équations de
mouvement de l'organe terminal. Pour ce faire,>nous nous plagons dans le cas
des Aysiemes non redondants et nous choisissons, pour décrire la configuration
de l'organe terminal, des paramdtres indépendants, i.e. des coordonnies opéra-
tionnelles . '

Le moddle géométrique du systéme exprimant les mo coordonnées opé-
rationnelles en fonction de n coordonndes généralisées (avec n = my vue 1l'hy-

pothése de non redondance), est représenté par 1l'équation :

X = G(a) (3.2)

A 1'aide de la matrice jacobienne de dimension moxn, le modéle cinématique

stécrit :
X = J(a) ¢ (3.3)

Les débattements des coordonnées généralisées étant limités, ces

coordonnées sont soumises i des contraintes de la forme
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qg. < g, < g, 1<i<n (3.4)

Le point de coordonnées q, figuratif d'une configuration du sys-—
téme, évolue dans 1l'hyper-parallélépipéde ﬂ)q de l'espace‘}Bn des coordonnées

généralisées, ou :

e

n
‘:Dq D— [ 9 &i ] (3.5)

Le domaine D, de l'espace opérationnel B 3 1'intérieur duquel

évolue le point de coordonnées X est défini d'aprds (3.3) et (3.5) par :
D=6 (Dy) (3.6)

Considérons 2 l'intérieur de i% un domaine ﬂi; excluant toute
singularité au niveau du modéle cinfmatique (3.3) et tel que la fonction

vectorielle G soit bijective. Désignons par ﬂi; le domaine :
T +
Dy = 6(DY (3.7)

Dans ﬂ); les paramétres indépendants Xy X . X qui sont

SURERIE
en nombre égal au nombre des degrés de liberté du systéme, forment un ensemble

de coordonnées généralisées.

. . . +
Les &quations décrivant les mouvements dans le domaine ﬂ)w de l'orga-

ne terminal s'obtiennent en écrivant les équations de Lagrange par rapport aux
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coordonnées et aux vitesses opérationnelles.

Le systéme &tant supposé 3 liaisons indépendantes du temps, son
énergie cinétique est une forme quadratique des vitesses généralisées. En dé-
signant par A(X) la matrice symétrique de la forme quadratique de 1'énergie
cinétique exprimée en fonction des coordonnées et des vitesses opérationnelles

1l'énergie cinétique du systdme s'derit
2T, X, X = XI A QO X (3.8)

Comme A(q), la matrice A(X) est définie positive, elle est de

~dimension moxm,.

Les équations de Lagrange s'écrivent :

?1%(3_3%) 'aaﬁx. = F; i+ (1 <i<n (3.9)

i i
ol le lagrangien L£(X, x) est donné par :

EX, X =T, (6L X - U X0 (3.10)

dans lequel U(X) représente 1'énergie potentielle due 3 la pesanteur et ol F.

. Sme .
représente la i force opérationnelle.

Désignons par m(X,Y), la matrice colonne définie par :

C a4 s ) 3T, BT st 1°
m(x,x) 2 % [TX(X, X)] = o= = (3.11)
o
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Le i°™€ &1ément m, de m(X, X) s'éerit :

ne>

T .

XX AL (X)) X ; (1< i < mo) (3.11bis)

N

ol ( xi) dénote la dérivée partielle par rapport 3 la i°"F coordonnée

opérationnelle.

Le développement des équations de Lagrange (8.9) fait apparaitre

1'expression A (X)X que nous regroupons aveC'm(X,i) dans la matrice colonne :

pK, X & A® X - mx, X (3.12)
et soit T
A 3 _ |2U(X) 23U(X) U (X) .

pxX) = 3% [U(X)] = [ axl sz cese —é—x—m: (3.13)

A 1'aide de ces quantités, le modele dynamique régissant les
mouvements de l'organe terminal d'un systéme non redondant &voluant 3 1'in-

térieur du domaine ﬂi; est donné par 1'équation matricielle :

A)X + (X, X) -p (X) =F (3.14)

ol A(X), u(X,X) et p (X) représentent, respectivement, la matrice d'énergie
cinétique de dimension nxn, la matrice colonne des forces centrifuges et
de Coriolis et la matrice colonne des forces dues 3 la pesanteur, F étant

la matrice des n forces opératicnnelles.

L'application des forces opérationnelles F se fait par les moyens
d'action sur le systéme & savoir par ses organes de puissance agissant au niveau

de ses articulations.
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La relation entre F et les forces généralisées T s'établit
en exprimant en vertu du principe des travaux virtuels 1l'identité entre
le travail de F dans un déplacement élémentaire SX et le travail de T

dans le déplacement correspondant Sq soit [NEVYB]

r = T F (3.15)

Obtention des eLéments du modele dynamique (3.14)

L'examen des équations définissant les différentes matrices intervenant
dans le modéle dynamique (3.1L4) montre que la détermination des expressions
analytiques des éléments de ces matrices ne peut &tre réalis€e qu'en passant
par l'intermédiaire des paramétres naturels de configuration qui sont les n
coordonnées généralisées Qys Gpaeees Q- 11 apparait d8s lors intéressant

d'exprimer ces quantités en fonction des éléments connus du modéle dynamique

(3.1).

En exprimant 1'identité entre les deux formes quadratiques de
1l'énergie cinétique TX(X,‘i) et Tq(q, q) données, respectivement par les
relations (3.8) et (2.1) et en utilisant le modéle cinématique (3.3), il

est aisé d'établir que :
A = J@ 20 Ja) (3.16)

La régularité de la matrice jacobienne étant assurée dans le

domaineﬂj;, la matrice A(X) satisfait 1'équation :

aX) = J @) A@ J i@ (3.17)
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Par abus de notation, nous désignerons indifféramment par A la matrice
du premier membre et la matrice du produit du second nombre de 1l'équation (3.17)

elles seront, respectivement notées A(Y) et A(q).

Le développement des quantités intervenant dans la relation (3.12)

permet, en utilisant (3.17), d'obtenir :

A x = 3% (q) A(q) & + A(g) h(g,&) + I T(q) A(q) & (3.18)

37T@) 1(q,&) + 3 (@) A(Q) 4 (3.19)

m(Xr).()

ol h(q,q) est la matrice colonne définie par :

hig, @ & J@ & (3.20)

1'élément 1, de la matrice colomne 1(q, q) s'derit :

A1l T . .
1, =3 Aqi (@) g ; (1< i< n) (3.21)

1'indice ( qi) dénote la dérivée partielle par rapport & la 1™ coordonnée

généralisée.
La matrice colonneg;(X,i) de la relation (3.12) s'écrit
w0 = I |A@d - 1(a.d)]- 2@ hla,d) (3.22)
La quantité entre crochets dans 1'expression de n(X,X) n'est autre que la

matrice colonne b(g,q) des forces centrifuges et de Coriolis du modéle dyna-

mique (3.1) ; d'od
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W OLK = 37 T(@) bla,d) - A(@) hlq, &) (3.23)

La matrice des forces dues i la pesanteur s'obtient aisément &

partir de g(q) en utilisant la matrice jacobienne, elle s'écrit :

p(X) =J'T(q) g(aq) (3.24)

Le calcul des matrices A, u et p, 3 partir des expressions (3.17)
(3.23) et (3.24) dans lesquelles la configuration g correspond & la configura-
tion réelle du systéme, permet d'étendre le dcmaineﬂﬁi de validité du modéle
ot .

dynamique (3.14) au domaine ﬁg; défini par :
¥ *
D = ¢ (D) (3.25)

oﬁ.Ih_est le domaine obtenu & partir de EE(S.S) en excluant toute configura-

tion singuliére au niveau du modéle cinématique.

Dans ce cas, en effet, les coefficients dynamiques correspondant
8 une configuration du systéme sont obtenus directement 3 partir de la donnée
de g. La restriction & un domaine ol G est bijective devient dés lors non

nécessaire.
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I11.3 - DECOUPLAGE DES MOUVEMENTS DE L'EFFECTEUR

Les mouvements, dans l'espace opérationnel, de 1l'organe terminal
sont régis par le systlme non lindaire d'équations différentielles (3.1L4)

que nous venons de préciser.

En procédant de la méme manidre qu'au § 2.4.1., lors du découpla-
ge des mouvements articulaires, la loi de commande en termes de forces opéra-

tionnelles s‘écrit :
F(e) = a0X) F, + u(X, X) - p(X) (3.26)

ol Fm représente l'entrée du systéme découplé. Selon que la tdche est un
mouvement imposé Xx(t) ou une configuration finale & atteindre X*, Fm aura

lorsqu'on désire imposer une dynamique linéaire, 1l'une des deux formes :

e,

Fa (8 = K'(0) - 2 [keo) - K9] - K [xo - X®)] cozn
Fo (8 = = £X(8) - K [X(&) - x¢] (3.28)

P

ol £ et K sont deux matrices diagonales 3 &léments positifs dont le choix

permet de fixer la dynamique désirée.

L'application des forces opérationnelles F(t) se fait d‘apres

(3.15) en imposant les forces généralisées :

re) = 37 faw] Fo (3.29)
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Dans le cas d'un mouvement imposé (cf figure 3.1), 1l'évolution
- * - . ~ .
dans le temps de 1l'écart €x(t) = X(t) - X (t) est décrite par 1'équation

linéaire découplée

ex(t) + ex(t) + K ex(t) = (3.30)
+ m F T \ r X X
AN = A J SYSTEME =Xcu.cm.
+ 45— + *ar”
caldul qe
iy, X ) - P (X)

X ¢ [x’% >'<T]T

FIGURE 3.1
Découplage des mouvements de l'organe terminal

Le systéme en boucle fermée, lorsque la tiche est une configuration
finale 3 atteindre,est régi par 1l'équation linéaire découplée :

ota
w

Y(E) + £ x{t) + K x(t) = K (3.31)
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L'application dans ces deux cas des forces opérationnelles
F(t) (ef rel. 3.26) se fait d'aprés (3.23), (3.24), (3.26) et (3.29) en

imposant la loi de commande en force généralisée :

r@ = Ji@) M) Fy(@) + B(q,d) - 9(a) 3.32)

b(a,9) £ JT(@ w@d = ba,a) - @A n@,d (.33

Fm(t) étant l'entrée du systéme découplé (cf rel. 3.23 et 3.28).

3.3.1 - STRUCTURE CLASSIQUE DU SYSTEME DE COMMANDE

La loi de commande (3.32) peut & 1l'aide des relations (3.1),

(3.17) et (3.20) &tre développée et mise sous la forme (cf figure 3.2)

[(t) = a(@ 3 (q [Fm(t) - J(Q) é]K +B(@ [d 4] + c@ [&]- 9@
(3.34)

SYSTEME fg__;>

Calcul de
B(g) Cl(qg) et g(q)

7/~ cCalcul de

\ @

Calcul
de )( o

FIGURE 3.2 : Structure classique d'un systéme de commande

assurant le découplage des mouvements de l'organe

terminal
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Or, sous cette forme, la loi de commande (3.34) aurait pu &tre
directement obtenue & partir du medéle dynamique (3.1) en utilisant la
relation résultant de la dérivation par rapport au temps du moddle cinéma-
tique, relation qui s'écrit :
X = J@aq + hiqq (3.35)
avec

h(Qré) & J (q) é

Présentée dans nombre de travaux, notamment [KHAT8, ZABTS,
HEWT8, RENT9, PAUT9, LUH80] la loi de commande (3.34). souléve 1'ensemble
des difficultés résultant de la conjugaison du probléme de la conversion

de la t@che et du probléme dynamique.

En effet, la mise en oeuvre de cette loi de commande nécessite
4 chaque pas de calcul, la détermination des matrices A(q), B(q) et g(q)
l'inversion de la matrice jacobienne, le calcul de sa dérivée par rapport

au temps et fait appel & un nombre important d'opérations vectorielles.

On est d8s lors amené, selon les performances recherchées, i pré-
coniser soit une simplification des coefficients dynamiques intervenant dans
cette loi, soit une mémorisation de ceux-ci. Or, si 1l'on remarque que ces
coefficients se rattachent 3 la dynamique des mouvement articulaires, on
constate la difficulté qu'il y a & évaluer 1'influence de leur simplifica-
tion ou de la quantification des variables dont ils dépendent, sur le compor-

tement dynamique de l'organe terminal.

Ces simplifications ou cette mémorisation laissent, d'autre part,

le probléme de la conversion de la tiche entidrement posé.
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3.3.2 - NOUVELLE STRUCTURE DU SYSTEME DE COMMANDE

La modélisation dans l'espace opératiomnel nous a permis de mettre
en évidence les composantes fondamentales du moddle dynemique régissant les
mouvements de l'organe terminal : 1'inertie ou la masse inertielle que pré-

me
axe de coordonnée

sente le mouvement de l'organe terminal suivant le ié
opérationnelle est donnée par 1'élément diagonal Aii de la matrice d'énergie
cinétique A(q), les éléments Aij(i#j) de cette matrice représentent comme
ceux de la matrice A(q), i.e. aij(i#j) les coefficients des couplages iner-
tiels entre les différents mouvements de 1l'espace opérationnel et, les forces

centrifuges et de Coriolis générées par ces mouvements sont données par p(q,é).

Exprimée en fonction de ces grandeurs, la loi de commande en force
généralisée (3.32) se présente sous une forme qui se préte 3 toute analyse

concernant la dynamique de l'organe terminal.

Toutefois, compte tenu de la complexité des &léments que cette loi
de commande fait apparaitre, se pose la question de 1'apport qu'elle peut avoir

au niveau du probléme de la mise en oeuvre.

I1 est évident que la complexité de ces éléments n'est pas de nature
d apporter une simplification au probléme de la mise en oeuvre, si celui-ci était

posé en termes de calcul direct des éléments intervenant dans la loi de commande.

Il en est tout autrement, lorsque d'autres approches telle que la
mémorisation des coefficients dynamiques de la commande sont envisagées comme
nous le verrons au cours de ce chapitre. Examinons tout d'sbord la structure

de cette loi de commande.

En remarquant que les deux termes matriciels de l'expression (3.33)
2 laquelle conduit la transposition dans 1l'espace des coordonnées généralisdes
des forces centrifuges et de Coriolis u(q,é), sont de méme nature, nous dévelop-

{\J . P s - .
pons b(q,q) comme cela a &té fait pour b(q,d) (cf § II.2) sous la forme :
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. |
(@& =5 (@ [¢@4] + @ [§°] (3.36)

n . . . <
b(q) et C(q) de dimensions respectives nxn(n-1)/2 et nxn, sont, d'apres

(3.1) et (3.33) données par :

B(q) B(q) - JT(q) A(q) Hy(q) (3.36bis)

et

nw>

¢(q) c(q) - 3 (@) MA@ Hy(a)

ol H1 (q) et H,(q) de dimensions respectives nxn(n-1)/2 et nxn, sont

2
définies par

hiq,d £ 8 (@ [&4] +H,@ 4] : (3.37)

La loi de commande (3.32)s'écrit (cf figure 3.3) :

Lit) = 37 (@) A F + B@[g 4] + &@ [§7] - 9@ (3.38)

FIGURE 3.3 :

Découplage utilisant A(qg), g(q), 8(q) et g(q)
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C(q) et B(q) que fait apparaitre ce systime de commande représen-—
tent les matrices des forces (généralisées) correspondantes aux forces (opéra-
tionnelles)centrifuges et de Coriolis qui engendrent lesmouvements de 1'organe

terminal.

3.3.3 - PROBLEME DE LA MISE EN OEUVRE

La mise sous la forme (3.38) de la loi de commande conduit natu-
rellement 4 la rapprocher de celle qui assure le découplage des mouvements ar-
. . < . 2 . . . v
ticulaires (cf § 2.4.1) et 2 envisager la mémorisation des matrices A(q), B(q)

"y
et C(q) 2 la place des trois matrices A(q), B(q) et C(q).

En effet, si la place mémoire requise dans ces deux cas était
comparable, ce procédé se traduirait par la suppression de la lourde charge

que représente le probléme de l'inversion de la t&che.

De dimensions identiques 3 celles de A(q), B(g) et C(q), les matri-
ces A(q), %(q) et 8(q) s'expriment suivant le choix du modéle géométrique en
fonction de (n-1) ou de n coordonnées généralisées. Rappelons que les &léments
des matrices A(q), B(q) et C(q) sont fonction de(n-2)coordonnées généralisées

(cf propriété 2.1).

En se placant dans les mémes conditions de la mémorisation des
matrices A(q), B(q), C(q) et g(q) effectude par M.H.Raibert |RAITT] la mise
n oy
en mémoire des matrices A(q), B(q), C(q) et g(q) nécessiterait suivant le cas

une place mémoire d'environ 2000 K mots ou 16 000K mots.
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Rappelons que 250 K mots ont été requis pour les matricesA(q),
B(q), C(q) et g(q), nombre dont nous avons noté 1l'importance quant aux

calculateurs numériques actuellement utilisés.

Comme nous allons le voir, ces difficultés ont pu &tre aplanies
grice 3 certaines propriétés que nous avons dégagées de 1'étude des différentes

matrices intervenant dans la loi de commande (3.38).
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II1.4 - PROPRIETES DES COEFFICIENTS DYNAMIQUES

Dans ce paragraphe, sont présentées et démontrées les propriétés
qui nous permettront d'envisager différentes structures de systémes de com-
mande susceptibles d'assurer, en temps réel, le découplage des mouvements

de l'organe terminal.
Les deux systémes de coordonnées opérationnelles que nous avons
présenté au chapitre premier, seront considérés (i.e. GE(q) et GOR(q)) 1lex—

tension aux autres systémes de coordonnées est réalisée au paragraphe III.6.

Nous allons tout d'abord examiner le probléme signalé au § 2.L4.1

concernant le vecteur g(q) des forces dues d la pesanteur.

3.4.1 - PROPRIETES DU VECTEUR g(gq)

Le repdre de référence Ro a été fixé (cf § 1.3.1) de fagon & di-

riger son vecteur unitaire i° perpendiculairement & la verticale ascendante.

Pour calculer 1l'énergie potentielle dfie 3 la pesanteur, considérons

a’ ja, ka) obtenu 3 partir de R, par une rotation autour

. A .
le replre ‘Ra. = (Oa, i
de i° d'un angle (-1)) de telle sorte que le vecteur unitaire k% soit dirigé

selon la verticale ascendante (ef figure 3.4)
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P 1i
FIGURE 3.4 : Définition de .‘Ra, d et gi

Désignons par m. la masse du corps C& et par hi la cOte dans le
repérej&a, de son centre de masse Qi. L'énergie potentielle due 4 la pesanteur

s'éerit :

_ N

ol g, représente l'accé&lération de la pesanteur et ol V, est une constante.

Introduisons les n vecteurs d'° définis par (cf figure 3.k4)
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1i

1

(3.40)

L'organe terminal i.e. le corps C;, étant supposé animé d'un

mouvement rotatif autour d'un axe passant par son centre de masse, l'on peut
aisément démontrer que les composantes dans le repére J{
sont indépendantes de la premidre et de la nleme
D'ol

des n vecteurs djl

Z Pd . P
coordonnee généralisée.

gli(n  _ qli@y  _*

(q ) (3.41)

a,
o

A T
q = [qz q3..-oqn_l] ’ (3.42)

La cote hi est donnée par le produit scalaire que nous effectuons
dans le repére R

T
h; = [LOl(l) + gt J 2 (1) (3.43)
(1 < i< n)
Désignons par ¢ le vecteur :
n
(@) & /, m at) : (3.44)
i=1
- 1 2 3 .
de composantes ¢ , T et - 3 soit :

((q) = [gl ¢ 7 ]T (3.45)
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et par m la masse totale :

Nk

l..l
I
i

L'énergie potentielle due 3 la pesanteur s'écrit alors :

T

T b3
Vemg L0 @@ 4 g o @) @@y

ou encore

T %
V=0, mgoq cosn+get (q) k21, Vg
avec
K2 (1) _

. . | . } T
= [sln(pl ql) 51nn:cos(pl ql) sin n:cos n]

Les forces dues & la pesanteur s'obtiennent en calculant le

gradient du potentiel V.g(q) s'écrit :

T
oV oV oV
g(q) =1 == - A e s e e e J
[ Bql aq2 Bqn
avec
v = T, %A o a(l)
A _ T % a(l) . _
So, T 9% @)k (2 < i < n-1)
3V

(3.45)

(3.46)

(3.46bis)

(3.47)
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ol Z est la matrice de 1'opérateur produit vectoriel par Z, elle s'dcrit :

0 -1 0
L = (3.48)
0
et ol Ci(q ) est le vecteur :
A 3 *
Ci(q ) = aqi c(q ) (3.49)
P o, . 1 2 3 .
de décomposition : Ci’ Ci et Ci , Soit :
( 1 2 3 T
;= [gi gi éi ] (3.49bis)
Soit ]I la matrice de dimensions nx3 définie par
- ;2 -1
..pl { ..;ig ,01 m
- -2 -4
% . (3.50)
S é :
- gl - -
n-1 n-1 n-1
0 0 0
que l'on notera :
g ) = [nl 12 n3] (3.50bis)
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Propriété 3.1

Le vecteur glq) des forces de pesantewr admet La décomposition :

n
g(@ = g0 TT (@) v, qp) (3.51)
avec |
. A 1 2 3
TMT'(q*) = [sin nI sinn I cosn II ] (3.52)
et
_ A _ _ T
v (p1 ql) = [sin(pl ql) cos(plql) 1] (3.53)

La propriété (3.1) constitue le premier €lément de 1l'ensemble
des propriétés qui nous permettra de résoudre le probléme de la mise en

oeuvre de la loi de commande (3.38)

Dans le cas des systémes ol le mouvement de la premiére coordonnée
généralisée, quelle que soit sa nature, se fait suivant un axe dirigé dans le
sens de la verticale ascendante i.e. n = 0, le probléme de la décomposition de
g(q) ne se pose évidemment pas. C'est notamment le cas du robot vertical 80

et du Stanford Scheinman Arm.

Exemple :
Examinons pour illustrer la décomposition (3.51) l'exemple du robot

mantpulateur MA23 pour lequel n est égale & =1/2 (ef figure 3.5)



FIGURE 3.5 : Schéma du robot manipulateur MA 23

Les effets des corps C], 62, (‘33 et Gh étant compensés par des contre-
poids, les expressions des composantes dansjij du vecteur ( (3.4.L4) sont dans

ce cas relativement simples :

1] - -
g -54 85 1,
ca | =m, |S21, + 523(1,4CSL) + C23C4S51)
3
¢ 0
- - -

n étant ici de -II/2, la matrice ?f(q‘) stéerit :
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+C23C4851,
5 —c212-c23(13+c51E) 0
+523C4s851,
5 -c23(13+c51E) 0
+S23 C4 S5 ]‘E
r\J A}
W(q7:)=m5
c4 s5 1 C23 s4 S5 1g 0
s4 c4 1g -C23 C4 C5 1 0
+S23 S5
0 0 0

En effectuant le produit par v(61q1) i |s1 c1 JIT le vecteur g(q)

s'éerit :
[s21, + s23(1;+C51;) + C23C4851]S1+(S4851)CL
-[c21,+ c23(1+c51) - s23c4s51,] c1

g (q)=gom, -[c23(1;+c51;) - s23 c4 S5 1] cr

(C4 s5 1E) S1 + (C23 sS4 S5 lE) C1

(s4 C4 lE) S1 - (C23 C4 C5 lE - S23 S5 lE) C1

0
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3.4.2 - PROPRIETES DE LA MATRICE JACOBIENNE JE(q)

La matrice jacobienne constitue un élément fondamental dans la
définition des matrices A(q),g(q) et C(q). Lespropriétés de ces dernidres

découlent comme nous le verrons au § 3.4.4, des propriétés de cette matrice.

L'extension au cas des systémes redondants nous conduit & recher-
cher les propriétés de la matrice jacobienne, en nous placant dans le cas

ol (n> mo)

Nous allons, pour développer les propriétés de la matrice jaco-
bienne JE(q) associée au mode€le géométrique GE(q) qui utilise les angles
d'Euler, reprendre son calcul en partant de la définition (1.37) (ef § 1.4).

Dans ce cas, les coordonnées opérationnelles s'écrivent :

: T
X=cp@ = [T@ =@ |
avec i T
L(g) = [X Yy 2 (3.54)
et 1T
R(q) = Fp 0 o
]
La matrice jacobienne JE(q) est, d'aprds la définition (1.37)
donnée par : - o -
d | d l I3
5o L(q) , =— L(g)} .... | ==— L(q)
Bql ' 3q2 I ‘ Bqn
---------------------------------------- .55
J_ (q) = ! | I (3 )
£ B r@ ! = R(@) ... | = R(Q)
Bql | 9q, i |94,
L |
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)

Rappelons la définition (3.42) des coordonndes q"

T

a - [qz 93 ++- 92 qn—lJ

Théoréme 3.1

La matrice jacobienne JE(q) admet la décomposition :

Je(@ = Qple; qy) I (@) (3.56)
ol Q;(plql) et J;(q“) sont+, respectivement de dimension 6x6
et 6xn.
Démonstration(++)

Les définitions (1.13-14) et les relations (1.10-11) permettent en
utilisant l1a propriété (1.17) de mettre la matrice de passage du repére R

au repéreﬂ&n sous la forme :

on &

S =3

w
|

* _ ol(n-1)
S S% S

<

On

Le vecteur L des trois coordonnées cartésiennes peut, a partir
de Ta relation (1.20) étre mis sous la forme

+ Ne pas confondre Q;f(q) avec QE(q) de la relation (1.48) (ef § 1.4)

++ Se référer aux § 1.3.1 et § 1.3.3. du premier chapitre
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L _ Lon + Son Ln(n+1) (3
En remarquant que Ln(n+1) est "invariant" par la transformation
S, la relation (3.58) s'écrit :
_ 401 *
L = M +8, L
avec
L“ _ E(n-1)+ S” (L(n-l)n + Ln(n+l)) (3.
L'examen des relations (1.7-9) (1.17-18) et (3.57-58) montre
que les éléments de S et L sont des fonctions des (n-2) coordonnées géné-
ralisées q* : ‘
S" _ S“(q")
(3.
et .
L = L@) (3.
L'utilisation de la dé&composition (3.57) dans 1'identité (1.25)
permet, compte tenu de (3.59) de mettre les angles d'Euler sous la forme :
wa) = ¥ o(ef) + oy 9
8(q) = 6%(q*) (3.
of@) = @*(a*) + q,
ol ¢*, 8% et o*vérifient 1'identité
S* = S¢:& Se:': S(p:’: (3

dans laquelle S Se* et S,. représentent les trois matrices orthogonales

w:’: °

.58)

58bis)

58)

60)

61)

62)
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correspondantes aux trois rotations d'angles d'Euler y*, 8%et ¢*définis comme
en (1.14).

Désignons par R* la matrice colonne

ne>

oo Ja ots ote ole ots ofs o T
R“(Q“) [w.“(qa) 94.(q4») (P«(q.. )] (3.63)
Le vecteur Z'1 invariant par la transformation S 1 la matrice
jacobienne JE(q) se décompose suivant la forme recherchée (3.56) dans laquel-

ofs
<

le Tes matrices QE(plql) et J*(q¥*) sont données par

Sep | 0
B(Ea) = |_____ : _____ (3.64)
0; | 11,
|
I 3 % 3 oo ot
N S N (3.65)
p T-a—R*(q*) e ACU R
1| 3q, R -
| | -
avec
L o= l00o1] #5270
1, = [o o of
T By [1 0o ]T
et n, = [0 01 ]T
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i étant donnée par (3.48).

Corrolaire (3.1)

Les matrices HEl(q) et HE2(Q) définies par :

hg (a, Q) g Jp (@) & = Hpy (@) [991+ Hp, (@) (& (3.66)

admettant la décomposition

Hpp (@ = 9g(p) q) Hgy (a9
ot o | ' (3.67)
Hpp (@) = 95 q) Hp, (99)
Démonstration
hE(q,é) peut, en vertudu théoréme (3.1) &tre développée
sous la forme :
hy (@@ = [9(,q) TE@H+ B6,q) @] q (3.68)

QE (qul) étant une matrice orthogonale d'ordre 6, on peut aisément vérifier :

-1 . B A
Qﬁ (pl ql) Qﬁ(pl ql) =0, 9y Zg

avec N I (3.69)
2

N
(@p}
>
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dans laquelle Z est 1'opérateur (3.48).

La relation (3.68) s'écrit alors :

hp(q,q9) = 9p(0;9;) hg(g¥,q) (3.70)
avecC
hiat,d) =[5,8; 25 TE(@) + | 4 (3.71)

La décomposition recherchée (3.66) s'obtient finalement en
développant h (q ,q) sous la forme :

h‘é (q:':’é) = H‘ [q q] + H“ :) [q:zl . (3.71bis)

3.4.3 - PROPRIETES DE LA MATRICE JACOBIENNE JOR(q)

Comme nous l'avons montré au dhapitre premier, une représentation
non redondante de l'orientation de l'organe terminal peut &tre obtenue en
utilisant trois paramétres parmi les quatre P.0.R. Le moddle géométrique

cs gz
associé s'écrit

X = 06.,(Q)

OR
(1.95)
T
X = [X Y 2 02 O3 Uk]

et la matrice jacobienne est, d'aprés (1.97) donnée par :

Jg @) = 0@ Je(@)
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avec

(3.72)

dans laquelle l'opérateur ¢ est donné par la relation (1.96). Jo(q) étant

la matrice jacobienne de base donnée au § 1. h 1 (cf ref 1.4k4) les éléments
de la matrice Jo(q) sont, d'aprés le choix de 1'emplacement du p01nt
définissant la position de l'organe terminal, indépendants de la n © coor-

données généralisée. En utilisant la relation (1.44) on peut vérifier la

propriété :

Propriété 3.2

La matrnice JOR(q) admet La décomposition

- o= g 3.73
Jg@ = 2@ Jo (@) (3.73)
QSR(q) et J5(q*) sont, avec Les notations du chapitre 1, donndes par :
01
ot g,
QOR(q) = - - = I —g—sm— (3.74)
03 I 2




T4t

et
- AN A
512 L 0,20 | 25,2 1P 29 |...| sz L
J(a%) = |mmmmmmmmmmeee frmmmm e pommpommmmm e (3.75
Zl ] 512 Z2 ... Sln n
En utilisant la relation :
d¥le = -L6 W= uTw (3.76)
dt 2 '
dont la démonstration est donnée en Annexe A3, on peut énoncer :
Propriété 3.3
La matrice colonne hOR(q,é) déginie pan :
hoo(@,d) & 3 (@) 4
OR %/ OR
peut etrne développée sous La forme :
. oo ot ot d w2
hp(@@ = Q5g(@) hd(q,q) - 7= Xp (3.77)
avec
h* (q:’: é) = J% (qz’:)'q = H*_ (g¥) ['q é] + HY_( :2)[5!2] (3.78)
or*2" ° 014 024 :
et
xg= [0 0 0 o o o] (3.79)

Notons que la relation (3.78) s'obtient en développant

hg(q“,é) selon une expression similaire 3 celle que nous avons éteblie pour

)

hE(q*,@) (ef rel. 3.71) ; ho(q ,a4) s'éerit alors

(A ote . . A oo oo : ofs ofe
hiah,&) = [ead; T 5@ + Tfah | 4



3.4.4 - PROPRIETES DES MATRICES A(g), B(g) et C(q)

Plagons-nous & nouveau dans le cas des systémes non-redondants
et rappelons nous la propriété 2.1 (cf § 2.4.2) concernant 1'indépendance
des éléments des matrices A(q), B(q) et C(q) de la premidre et de la n ¢

Pl Pd Z . P
coordonnée généralisée.

1) = Représentation utilisant les angles d'Euler
Les propriétés données par les relations (3.51), (3.56) et (3.67)
et les relations (3.17) et (3.36), nous permettent, en ce qui concerne le
systéme des coordonnées opérationnelles utilisant les angles d'Euler, d'établir

1l'ensemble des propriétés :

Propriété 3.4

T

Ag(@) = Qp(p, q) Ag(g™) Qf (Fyq;) (3.80)
ol
Ap(g®) = Je (@%) A(g") Jp (d%)
v Y . \ T e . . .
BE(q) = BE(q ) = B(g®) - Jﬁ (g”) AE(q") Hﬁl(q‘) (3.81)
et
fé‘ c¢ p = b J;’:T S 7( %y g* ( :':) (3.82
E(q) = Cg(g") =C(g”) - g (@ ) E(q ) g2 (Q .82)
avec d'autre part :
(3.51) g(q) = T(g¥) v(p,q;)

L'utilisation de ces propriétés permet de mettre la loi de
commande (3.38) assurant le découplage des mouvements de 1l'organe terminal

sous la forme :
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T ~
re) = 3% (@) Agla® B+ B [ad + g 1§] - T v6Ea)

avec
T (3.83)

Feo= 0F (pq) Fp

Comme A, B et C, les matrices A, B, et CE de dimensions respectives

E
identiques, sont fonction des (n-2) coordonnées généralisées g* . La mémorisation
d'un élément de ces dernifres nécessiterait donc, avec la méme quantification

P . . . -~ - . P N P
une place mémoire identique & celle nécessaire pour mémoriser un €lément des
trois premidres ; soit L K mots/élément pour un systdme 3 six degrés de liberté

et pour une quantification & huit niveaux.

Avec des moyens de calculs similaires 3 ceux utilisés pour le
découplage des mouvements articulaires [RAIYT] 1'utilisation des propriétés

(3.4) offre la possibilité de réaliser le "découplage des mouvement de l'organe

terminal".
Le schéma bloc du systéme de commande est représenté sur la figure

(3.6)

Xa

F r Q
Q: kx-: JgT sysTEME e Y
+9pr+
-
‘ MEMOTIRE )
_4e

FIGURE 3.6 : Découplage pour la représentation GE (q)
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11) = Représentation utilisant les P.0.R.
En ce qui concerne le systéme de coordonnées utilisant
les P.0.R., il convient,‘cbmpte tenu de l'expression de hOR(QWQXCf rel 3.77)
de reprendre pour définir les matrices B et C la relation (3.33) :
bog (@, @ = b(q,&) - Jon (@) Ag(@) hop(q, &
OR'?*’ ! OR OR OR %’

Les relations (3.17), (3.73) et (3.77) permettent d'établir :

" c_N T ooy by ont gk W

Bog (2,3 = By (@,&) + J,(3%) Kj(a® i @) 7 xg (3.84)
avec ‘ . T

by (q,9) = b(a,q) - J5(a®)Ay(a®) hila®,q) (3.85)
ol -7 -1

Ny (a®) & 3% (%) A(g®) T (a¥) (3.86)

En utilisant la décomposition (3.78) nous introduisons les deux matrices Bo et

CO telles que :

By (a,@) = By(@ g gl + Eo(q) |4 | (3.87)
Propriété 3.5
hog(@ = 85g (@) Ag(a™) Qg’;(q) (3.88)
ﬁo(q) = ﬁo(q*) = B(q¥) - Jg(q*) Ko(q*) Hgl(q*) (3.89)
950 (@) = ?:'0 (g*) = c(q®) - J%:' (q"‘)?(o (@*) HE, (%) (3.90)

La loi de commande (3.38) est dans ce cas donnée par la figure

(3.7).
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T ;
= T & Sy y & & o ~ Hyre & P
T(t) = J5(q%) ?YO (@*)Fp + By(a®)[q q] + € (@) [47 - (g v(p,q,;)

avec ' (3.91)

F étant 1'entrée du systléme découplé.

FIGURE 3.7 : Découplage pour la représentation utilisant les P.O.R

Dans cette loi de commande, l'intervention des éléments concernant
les paramétres représentatifs de l'orientation se fait, comme le montre la
relation (3.91) au niveau des forces opérationnelles F;;"l ou plus précisément
au niveau des trois derniéres composantes de Fm que nous désignerons par FI;R
Notons que les composantes de Fm sont exprimées ici dans le repére :R,’ 1lié au

premier corps mobile.
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Le vecteur w décrivant la vitesse de rotation angulaire de 1l'or-

gane terminal obéit par cette loi de commande & 1'équation suivante exprimée

dans,‘R.1 :
w = Eﬁh (3.92)
P 01T V-1 w?
EmR = 28 o FmR + 7 G] (3.93)
FBMR étant exprimée en fonction des trois paramétres O parmi le quadruplet A~

des P.0.R. définissant 1'évolution désirée. Le choix de ces paramétres corres-
pond comme nous l'avons vu au § 1.6.2 au triplet 0 tel que le déterminant

de 0 est le plus élevé.
Ce choix permet, lorsqu'une dynamique linéaire au niveau du triplet

T . . . o . .
oA [02 O3 04] est imposée, d'assurer une dynamigue quasi-linéaire au niveau

du paramétre restant 0;.
En effet, le paramétre o; obéit i 1l'équation :

- w0y 1 of. o (3.94)
o= T T2

qui, en utilisant (3.92-93) s'écrit :

-~ _ T Vv-=l
o1 = =0 o Fr (3.95)
F ayant, selon la nature de la tache imposée, l'une des deux formes

mR
sulvantes
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a) = Mouwvement imposé

FmR = o= & [EJ - c“]- K [o— o¥ (3.96)
b) = Configuration finale & atteindre
FmR = -EG—K[G-—O“] (3.97)

Dans ces deux cas, on peut, en utilisant la relation :

.. 1 V. w?
o = 3 o w 3 o (3.98)

donnée en Annexe A3 vérifier que l'imposition de FmR conduit au niveau

du paramétre O0; &4 une dynamique se rapprochant d'autant plus d'une dynamique
linéaire que la précision assurée au niveau de l'opérateur inverse 0—1 est
élevée. Le choix des F.0.R. retenu au § 1.6.2 du premier chapitre répond donc

L ~ ~
au mieux a ce probleme.

REMARQUE
(+)

Faisant intervenir dans ses composantes la matrice jacobienne de base
la loi de commande (3.91) s'étend 4 toutes les représentations de l'organe

terminal.

Au paragraphe III.6, nous reviendrons sur ce probléme. Notons,
cependant, que bien qu'elle puisse &tre utilisée dans le cas de la représentation
utilisant les angles d'Euler, la loi de commande (3.91) est notablement plus
complexe que celle que nous avons élaborée au paragraphe 3.4.L. en utilisant

les propriétés spécifiques de cette représentation (cf rel. 3.83).

(+) Exprimée dans le repere »
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I1I.5 - MISE EN OEUVRE PAR LES TECHNIQUES

D’APPROXIMATION MULTIVARIABLE

Les propriétés établies au paragraphe 3.L.4, nous ont permis
de ramener les dimensions du proﬁléme de la mémorisation des coefficients
dynamiques que fait intervenir le d&couplage des mouvements de 1'organe
terminal, & celles du probléme posé par le découplage des mouvements articu-

laires.

La taille de la mémoire requise pour la tabulation de ces coeffi-
cients [RAI77] étant, comme nous l'avons souligné, trds élevle, nous nous
sommes orientés vers la recherche d'un meilleur compromis entre "place mémoire

volume de calcul et précision".

Cette recherche que nous avons conduite en nous appuyant sur les
techniques d'approximation multivariable a été concrétisée par une &tude

comparative qui a eu le Robot Vertical 80 comme support [PEL80].

Cette &tude a été menée en considérant les trois premiers degrés
de liberté. Les coefficients dynamiques, &léments des matrices A (q), B(q), C(q)
et iﬁ(q) sont dans ce cas, fonction des deux coordonnées généralisées q, et
a3 Les résultats ont &té par la suite étendus au cas général des systémes 3 n
degrés de liberté.
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3.5.1 - DEVELOPPEMENT EN POLYNOMES DE LEGENDRE

Une premiére approche basée sur la technique des polynomes ortho-

gonaux a conduit & l'utilisation des polynomes de Legendre.

L'approximation d'une fonction & a deux variables u et v, supposées
évoluer dans le domaine (u,'VE'[—1,]]) par un développement en polynomes de

Legendre de degré k conduit & la fonction approchée

k k

~K = A

Ja (u, v) = L aij Li(u) Lj (v)
1=0 j=0

Rappelons que les (k+1)2 coefficientsa . s'obtiennent par
1J

1 a1
= 1td Yy ,f J jr(u,v) Li(u) Lj(v) du dv

et que les polynomes de Legendre Li(u) sont donnés par la relation récurrente

[Bou69]

i

2 i+1
R € R e v~ S P L

avec

Lo(u) = 1 et Ll(u) = u
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3.5.2 - VARIATIONS DES COEFFICIENTS DYNAMIQUES ET SINGULARITES

Le développement en polynomes de Legendre a &té appliqué aux
coefficients dynamiques relatifs aux trois premiers degrés de liberté du
robot vertical 80. L'évolution de ces coefficients se fait, comme nous l'avons

vu, en fonction du couple de variables (q2, q3).

L'examen des premiers résultats a fait apparaltre que les variations
dans l'espace de configuration des coefficients dynamiques relatifs aux mouve-
ments de l'organe terminal sont sensiblement plus importantes que celles obser-
vées au niveau des coefficients qui interviennent dans les équations régissant

les mouvements articulaires.

L'importance de ces variations est due en grande partie & l'inter-
vention dans leurs expressions de l'inverse de la matrice jacobienne, ol plus
précisément 3 la présence de l'opération de "division" par le déterminant de

cette matrice.

Or, compte tenu de la grande simplicité de son expression (cf chapi-
tre I), le déterminant de J(q) peut &tre aisément obtenu en temps réel. L'approxi-

mation peut alors &tre menée au niveau des matrices de :
N ny
aet?|7(q)| K(q), det |T(q)| B(q) et det |I(q)| C(q)

dont les variations sont notablement moins importantes que celles des matrices

X (a), %(q) et E(q). La division lors de la commande par det |J(q)| ou det?|J(q)]
interviendra naturellement, non pas au niveau des &léments (approchés) de ces
matrices, mais au niveau du vecteur de la commande, ce qui représente deux

opérations de division par degré de liberté.
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REMARQUE

La précédente démarche permet, par ailleurs,d'aborder d'une maniére
intéressante le probléme posé au voisinage des configurations singuliéres.
En effet, ce procédé conduit & maintenir définie la direction d&u vecteur
de commande dans l'espace des coordonnées généralisées ; les composantes de
ce vecteur s'obtiennent alors en satisfaisant les contraintes sur les valeurs

limiteé des commandes.

En opérant de la sorte, les résultats obtenus sur le robot vertical
80 ont conduit & constater que 1'approximation multivariable utilisant les

polynomes de Legendre peut &tre largement limitée 3 1l'ordre 3.

En effet, l'erreur relative globale calculée au sens des moindres
carrés reste pour cette approximation inférieure 3 1%. Cette erreur est plus
de cinqg fois supérieure lorsqu'une tabulation utilisant huit niveaux de quan-

tification est effectuée [RAITT].

3.5.3 - BASE DE DEVELOPPEMENT ET COUPLE DE VARIABLES

Le développement en polynomes de Legendre dans le cas multivariable
présente l'inconvénient d'interdire une analyse plus fine de 1'évolution &

l'erreur en fonction du nombre des coefficients de 1'approximation.

En effet, cette approche conduit a4 opérer par addition d'un nombre

tres €levé de coefficients lors de chaque passage d'un degré k 3 un degré k+1.

L'examen des performances obtenues pour différents couples de varia-
bles et l'analyse des expressions des fonctions approchées ont fait apparaitre

1'intérét de choisir le couple de variables z et r (représentant respectivement
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la cdte du point de l'extrémité et la longueur du vecteur de l'origine & ce point
comme le montre la figure 3.8) et conduit & une procédure d'approximation

notablement plus avantageuse.

Cette procédure consiste, pour une fonction i deux variables

telle que F(u,v), 3 effectuer le développement :

x kK k

Ul ! (1) _(3)

J‘a(u, V) ZJ /\_4 ;5 U v
i=0 J=1

. . k .
En comparaison avec l'expression defFa(u,v) qui aprés changement

de base s'éerit :

k k
k * (1) _(3)
F (u,v) = 2 2 af.u v
a S s ij
i=0 =
1'approximation f;a(u,v) fait abstraction des termes en u(l) v(J) tel que

i+j > k ; cette approximation qui sera dite 3 1'ordre k met en jeu (k+1)(k+2)/2
coefficients ; le nombre des coefficients intervenant dans ’k(u v) étant de
(k+1)2

Alors que l'approximation par développement en polyncmes de Legendre
de degrés 2 (9 coefficients) conduit dans le cas de notre exemple 3 une erreur
relative allant jusqu'a T7.3%, l'approximation 3 1l'ordre 3 (10 coefficients)
en suivant ce dernier procédé et en utilisant le couple de variables (z,r)
permet de ramener cette erreur a4 une valeur voisine de celle obtenue en faisant

intervenir les polynomes de Legendre de degré 3 (16 coefficients).



136

Tout en maintenant La précision, ce procéde permet alorns de
nealiser une réduction d'envinon 37% du nombre de coefficients @& mémorniser.

Toutefois, 1'utilisation du couple de variables (z,r) souldve
le probléme du caractére non bijectif des relations qui le lient 2 (q2 q3)

dans le cas général.

En effet, 4 des valeurs données de z et r peuvent correspondre
des configurations différentes du systéme (cf figure 3.8) lorsque la coordonnée
a3 est de type rotatif ayant des valeurs limites de signe opposé. C'est notam-

ment le cas du robot vertical 80.

Ce probléme lorsqu'il se pose, rend a priori nécessaire la dupli-
cation des coefficients & mémoriser ce qui enldve 3 ce couple de variables

tout intérét.

Nous énongons au paragraphe suivant une importante propriété

dynamique qui est & la base d'une solution fort intdressante de ce probléme.

q,‘\—f

L

FIGURE 3.8 : Définition de (z, r)
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L'approximation & l'ordre 3 d'une fonction F(u,v) par \";Ti(u,v)
se-fait en déterminant, au sens des moindres carrés, le 10-uplets H des

coefficients de la décomposition suivant le 10-uplets de fonctions de base

. 1 .
! ! ' ! : ! : ',T
N R 2;2,3:V3]
. l |

s
e
pr—
et
o
<
o
<
o
<
o
<

et la fonction approchée s'écrit :

~

3'-;3(11, v) = HTW

L'algorithme de recherche du 10_uplets H des coefficients de
l'approximation fait appel & la résolution d'un syst@me de 10 &quations
& 10 inconnues [PRO6T].

Quelques résultats types de 1'approximation des coefficients

dynamiques dans le cas de notre exemple sont présentés sur la figure 3.9.

3.5.4 - PERFORMANCES ET GENERALISATION

Comparée & 1l'approche de la tabulation (en 8 niveaux de quantifica-
tion), l'approximation 3 l'ordre 3 utilisant le couple de variables (z,r)
permet, au prix de 18 opérations aritmmétiques par coefficient dynamique
(0.1 ms/T1600) de réaliser une réduction de plus de 8L% de 1la place mémoire

et d'augmenter dans un rapport supérieur 2 5 la précision de 1'approximation.

Toutefois, cette approche d'approxima tion pose, comme nous l'avons
vu, le probléme de l'utilisation du couple (z, r) dans le cas général des

robots manipulateurs.
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FIGUORE 3.9 a

Développement au degré 3 utili-
sant :

(16 coefficients)

FIGURE 3.9 b

-~

Approximation & l'ordre 3 utili-
sant :
(Xl =z , x2 = r)

(10 coefficients)
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Bien que le développement en polyncmes de Legendre au degré 3
utilisant le couple (q2 q3) présenté un avantage certain par rapport a
1l'approche de la tabulation, son utilisation conduit & des performances
nettement inférieures & celles que l'on obtiendrait par 1l'approximation

faisant intervenir z et r.

Des travaux trés récents concernant le probléme posé par 1l'utili-
sation dans le cas général du couple de variables (z, r), nous ont permis
de dégager une solution issue d'une importante propriété dynamique que nous

énoncons dans le cas des systémes possédant 6 degrés de liberté.

Supposons que l'évolution du point figuratif dans 1l'espace des

coordonnées généralisées s'étende au domaine :

6
A I l —
CDq - [gl , qi]
i=1
avec
q; = -1 et Ejiﬁ T

et considérons 3 1l'intérieur de ‘:Dq le damaine ﬂ)q restreignant 1l'évolution

de q, et a3 a [o,n]

Propriété 3.8

Lorsque le mouvement de chacun des corps articulés s'effectue suivant
un axe principal d'inertie, la donnée de 1'évolution dans ‘f)q des coefficients

dynamiques définit en valeur absolue leur évolution dans le domaine fDq.

En effet, & toute configuration du manipulateur appartenant au
domaine ‘:Dq correspond une configuration de C{—)q dont les coefficients dynamiques

lui sont, 2 des signes prés, identiques.
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Cette configuration s'obtient par une symétrie plane par rapport
au plan 5'] défini par les deux premiers axes de mouvement ou par rapport
au plan {]‘2 perpendiculaire 2 ‘T] et vcontenant le second axe de mouvement,
ou encore par le produit de symétrie par rapport 3 ces deux plans, comme

le montre la figure 3.10

Sur cette figure sont représentées les trois configurations

(3)

q(j), q(2) et q 3 :]-)q pour lesquelles le couple (z, r) prend les valeurs
(o) =

Zo €t ro relatives & la configuration g € ‘:Dq'
Les mouvements articulaires étant effectués suivant des axes
principaux d'inertie, la symétrie, par rapport 4 J,, des configurations

200 op (1)

des coefficients dynamiques correspondantes & ces deux configurations. En

du manipulateur conduit & une symétrie au niveau des valeurs

effet, la configuration q(” étant telle que :

*(1 A 1 1 1 1]t * (o
q ( ) = [qz q3 q4 qs] == g ( )

3 - - - ofa os - -
il est aisé de vérifier que les remplacementSde q* par —-qg* laissent inchangées

les valeurs absolues des coefficients dynamiques.

L'obtention des coefficients relatifs & la configuration q(2)
(L) =
(53

se fait en considérant la configuration g fDq (symétrie par rapport a 3‘2)

q"‘(h) étant 1ié & q"‘(g) par

(4) A [4 4 4 4T _ T . (2)
q = lay a5 9 % ] = [rr 00 0] q
on vérifie que le remplacement de q"’(z) par q*(h) ne modifie gudre les

valeurs absolues des coefficients dynamiques.
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FIGURE 3.10

: Description des configurations g

(

0)

q

(4)

T2
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En remarquant enfin que q(3) conduit par deux symétries successi-
~ )4 ~ - —~
ves ( ﬂ} et ﬂé) a q( ) on peut conclure qu'a partir de leurs valeurs dans Ih

les coefficients dynamiques s'obtiennent en valeurs absolues pour toute
configuration de 1%_; la détermination de leurs signes se fait aisément

en utilisant les équationsde mouvement.

Le développement en mtilisant le couple (z,r) peut alors dans

le cas général &tre utilisé en considérant 1'évolution du systéme dans iﬁ.

Désignons par =(g¥) la matrice colonne regroupant 1l'ensemble des
coefficients dynamiques du systéme. Pour un mécanisme & 6 degrés de liberté,

chacun des coefficients s'écrit :

= (@) 4 = (ay a3 9y )

. . . . i a
Di fférentes solutions pour la mémorisation de =~ peuvent &tre

. . . . 1
envisagées. Retenons notamment celles qui consistent 3 considérer =~ comme

une fenction & trois, 4 deux ou 3 une variable, paramétrée par rapport 2 la

(aux) variable(s) restante(s). Par exemple,

i i i
~ (a,, 940 9y) _ (q2 rq3) ou =~ (qz)
R ~439,95

—
ot
]

Pour la premidre solution, (i.e. telle que 35; (qg,q3,qh))l'appro—
ximation se fgit par rapport 3 trois variables (ici dps A3 et qh) et les
coefficients de cette approximation seront calculés pour N configurations '
de la variable par rapport 2 qui le coefficient dynamique est paramétré (iei qs).

N étanc.le nombre de niveaux de quantification adopté.
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Les coefficients de l'approximation & deux variables, pour la
seconde solution, doivent &tre calculés pour N2 configurations. Ce nombre

est de N3 pour la troisiéme solution.

Pour une précision donnée, le nombre de N de niveau de quantifi-
cation nécessaire varie suivant le systéme et le paramétre considéré
M.H.Raibert [RAIT?] a estimé que ce nombre reste compris entre cing et douze.
Un nombre N=8 fut adopté pour la tabulation des coefficients dynamiques rela-

tifs aux mouvements articulaires du Stanford Scleinman Arm.

Si la propriété (3.6) peut &tre également utilisée dans ce cas
pour réduire ce nombre, les résultats enregistrés dans le cas du robot vertical
80 montrent que l'obtention d'une précision satisfaisante exigerait une gquan-
tification plus fine qui semble devoir principalement porter sur les trois

premiers paramétres.

En tenant compte de ces &léments nous avons effectué une extrapo-
lation des résultats obtenus en considérant les trois premiers degrés de li-

berté 3 l'ensemble de ses mouvements.

Le nombre de coefficients de l'approximation, le nombre d'opéra-
tions arithmétiques (avec une estimation relative sur calculateur T 1600)
et la place mémoire nécessaire pour chaque coefficient dynamique Ei(q )
sont comparés (cf tableau 3.11) pour les principales solutions que nous avons
examinées : tabulation (1), approximation monovariable (2),développement en
polynomes de Legendre au degré trois (3,5,7) et approximation 2 l'ordre 3 uti-

lisant le couple de variables z et r (L4,6,8).

Cette comparsison fait apparaltre le gain important qu'offre la

solution que nous avons développée.
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Numéro de Nambre de Nambre Temps de PLACE
Solutions coeffi- d'opéra- calcul
| cients tions (T 1600) mémoire
1- =t - - - 4 X mots
qzlqalqdlqs
2- =t (g,) 4 6 1/30 ms 2 K mots
q3lq4lq5
R
3- Z gy qy) 16 30 1/6 ms 1 K mot
q.4vq5
i
4- = (z, 1) 10 18 1/10 ms 640 mots
q4lq5
+ 0.7 512 mots
5- = (qz,q3lq4) 64 126 .7 ms
95
i
6 - = (z, r,q,) 19 36 0.2 ms 152 mots
s
i
7- = (qz,qa,q4,qs) 256 510 2.8 ms 256 mots
i
g8 - = (2,7,q,095) 31 €0 1/3 ms 31 mots

TABLEAU 3.11 :

Comparaison entre les principales solutions

d'approximation
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Outre les difficultés numériques dans la résolution du probléme
de 1'approximation (hors ligne), les solutions utilisant un grand nombre

de variables conduisent rapidement 3 des temps &levés de calcul.

Les solutions (4) et (6) semblent constituer les deux compromis
les plus intéressants. Sur la base de soixante coefficients dynamiques,
ils représentent respectivement (6 ms/T1600 - 38 K mots) et (12 ms/T 1600 -
9 K mots).
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II1.6 - GENERALISATION AUX DIFFERENTES REPRESENTATIONS
DE L'ORIENTATION

Nous avons, au cours du premier chapitre, &tudié différentes
représentations redondantes de l'orientation et mis en évidence certaines
propriétés qui ont permis 4'apporter une contribution importante au niveau
du probléme de la transformation inverse de coordonnées. Ces propriétés sont

ici 2 l'origine des présents développements.

Comme nous l'avons vu dans les précédents paragraphes, le robot
manipulateur peut, lorsque la t&che est décrite 3 1l'aide d'un systéme de
coordonnées opérationnelles, &tre commandé de telle sorte que son organe

terminal ait dans l'espace opérationnel le comportement dynamique désiré.

Toutefois, si 1l'adoption d'une représentation redondante interdit
une telle possibilité, une solution autre que celle qui consiste & résoudre
le probléme de la transformation inverse et 2 commander le robot dans l'espace
des coordonnées généralisées peut &tre obtenue lorsque la téche est &

mouvement Ampose.

Cette solution est, en fait, contenue dans la loi de commande
(3.91) qui fait apparaitre la possibilité de commander le vecteur de vitesse
de rotation w comme le montre 1'équation (3.92) 3 laquelle il obéit. Se pose
alors le probléme d'obtenir 1'évolution de ce vecteur qui correspond 2 1'évo-
lution désirée de l'orientation ; cette dernidére étant exprimée a 1l'aide des

paramétres utilisés dans la représentation redondante adoptée.

Signalons, avant d'examiner ce probléme gque l'approche qui consiste
a4 commander le vecteur w a été utilisée par R.PAUL et J.ILUH [PAU79, LUH80]

dans la commande du "Stanford Scheimman Arm".A ce propos, il convient de



168

rappeler que le systéme de commande utilisé posséde, comme nous 1l'avons noté
au § III.3, la structure classique associée 3 la loi de commande (3.34) (ef
figure 3.2). D'autre part, outre 1l'évolution désirée des cosinus directeurs
sont considérés comme données en entrée du systéme, les deux vecteurs wd(t)

et wd(t).

Le probléme se pose, en général, en termes d'évolutions désirées
des paramétres représentatifs de l'orientation et c'est dans ce cadre que nous

nous sommes placés.

Considérons la représentation GCD(q) utilisant les cosinus direc-

teurs et rappelons les relations (cf. chapitre I) :

. - [} ] . T
(1.23) R(q) = |ef '+ & raf
1o %2y
(1.58) R(g) = E(g) w
E(q) étant la matrice 9x3 :
. 7
-8
(1.59) E(g) = —é2
-8
L 3.

La dérivation par rapport au temps de 1'équation (1.58) permet

d'écrire

R(a) = E(@) w + E(q) & (3.99)
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Reprenons, afin de développer 1'équation (3.99), les relations
vectorielles (1.56). La dérivation par rapport au temps de ces dernidres

permet d'établir :

2.n
ddt = =i A0 +0ED A w) Ao
a4 n . n
_3%7. = =3 Ao +(] A w) Aw (3.100)
et
2. n
ddt = -k A0+ A w) Ao

En remarquant que pour tout vecteur U et V, on a la propriété :

WAV) Av=(wv)v-wTv v (3.101)

nous établissons la relation :

R(@) = E(@) & + 2(q, w) & - w2R(q) (3.102)

ol w? A ((»T w) et ol #£(q) est la matrice 3x3 définie par :

n(q,w) & (e3w) I1, (3.103)
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La résolution en w et @ des équations (1.58) et (3.102) se fait

aisément en utilisant 1l'inverse & gauche ET(q) de E(q) (cf. rel. 1.75)

w= 3E (9 R@

(3.104)
e 1 _T 3 ’ 2
w =3 E” (q) [R(q) - nig, w) w+ w R(q)]
En remarquant la propriété :
T - a 2 a =
E”(g) R(gq) = & & + &, e, + &y ey = 0 (3.105)
les équations (3.104) peuvent €tre développées et mises sous la forme :
w=3 E (9 R(q)
(3.106)
b =2 EN@ R(@ + 35 4" (qu) R

La matrice E(q) étant exprimée en fonction des cosinus directeurs
les équations (3.106) permettent donc l'obtention des vecteurs wy et bd
correspondant 3 toute &volution désirée des cosinus directeurs donnée

par R,(q), ﬁd(q) et ﬁd(q).

Une loi de commande imposant une dynamique linéaire aux rotations

angulaires fait intervenir 1'écart en position angulaire 6¢ =[6@1 So2 604T
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correspondant 4 1'écart &R = R(q) - Rd(q). En réécrivant (1.58) sous forme

variationnelle et en utilisant l'inverse 3 gauche ET(q), 8 s'écrit :

= 3 E @ SR (3.107)

La définition de 1'écart R et la propriété (3.105) permettent

d'établir
1_T
8= -3E (@ Ry(@ (3.108)
relation que l'on peut mettre sous la forme :

80 = -2 (8, ejq + 8, eyq + 2 (3.108bis)

1 3 €39

\
Notons que sous cette forme, on retrouve 1l'écart en position
angulaire utilisé par R.PAUL et J.LUH [PAU7TY, LUHB80]. Cet écart adopté & partir
de considérations indépendantes de toute représentation, retrouve ici, grace

3 la relation (3.107) la signification qui lui revient.

En effet, 1'écart en position angulaire a été [MAKT6, PAUT9 , LUH8(]
recherché en considérant la rotation Y autour d'un vecteur r permettant d'a-
mener, 3 partir de sa configuration actuelle, le repére 1ié 2 l'organe terminal
3 une configuration désirée (cf figure 3.12), les composantes de cet &cart sont

obtenues en développant l'expression (%-r sin ¥)
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FIGURE 3.12 : Erreur d'orientation

Nous avons établi les relations permettant d'obtenir 1'évolution
des vecteurs 8Q(t), wd(t) et &d(t) correspondante 3 une &volution désirée

R(t), R(t) et R(t) des cosinus directeurs.

L'utilisation de la loi de commande (3.91) permet 1l'obtention
d'une dynamique linfaire en w . D'aprds la relation (3.92), la loi de commande
s'écrit :

__— ) o
ree) = 3% @) Ko (@) FE(0) + Bo(a®) [ad] + & (@ [¢°] - Ha®) v(Fq))

Fi(t) = [F{ﬁL(t) FI‘;‘R(t)J
T 01T |- ‘
Fia(t) =8 {wd(t) - &, [w(t)-wd(t)] - K, Sd)(t)‘

F;L étant le vecteur des trois premiéres composantes de F; concernant la posi-

tion de l'organe terminal.
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Pour les représentations utilisant deux vecteurs e et ey parmi
les vecteurs e , e, et e, on retrouve, en suivant la méme démarche et en
utilisant l'inverse & gauche Ekl a la place de Ei; des expressions similaires
3 celles que nous venons d'établir.

. . - . . -~ 2 V

Aussi, l'utilisation de 1l'inverse & gauche de l'opérateur A et

de la relation :

.._—1 AV (.L)Z
.}‘—2 Aw Z—)\

donnée en Annexe A3, permet quant 3 la représentation redondante utilisant
les P.0.R. (ef § 1.61.) d'obtenir les expressions des trois vecteurs 0, wet

8p et d'utiliser par la suite la loi de commande (3.109).
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I11.7 - EXTENSION AUX SYSTEMES REDONDANTS

Etant en nombre inférieur au nombre de degrés de liberté du mani-
pulateur (i.e. my < n), les coordonnées opérationnelles ne sauraient former
dans le cas de redondance, un systéme de coordonnées généralisées. Le compor-
tement dynamique du manipulateur ne peut alors &tre décrit par un modéle dyna-

mique &laboré dans l'espace opérationnel tel (3.1L).

Un systéme d'équations décrivant le comportement dynamique dans
l'espace opérationnel, de l'organe terminal peut, toutefois &tre obtenu et une
loi de commande similaire d (3.38) permet, comme nous allons le montrer de réa-
liser le découplage des mouvements de l'organé terminal. La stabilité du systéme

doit cependant étre analysée & partir du seul modéle dynamique du systéme (3.1).

Le systéme est régi par les n équations (3.1) auxquelles nous adjoi-

gnons le systéme des m, équations (3.35) ; soient :

(3.1) A(Q) g + b(g,§) - g(q) =T
et
(3.35) X =J() g+ hlg, 9
ou . . .
h (g, 9 = J(g) g

La matrice d'énergie cinétique A(q) étant réguliére, le systéme

(3.1) s'éerit :
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g = al(q@ 1{r- b(g,Q - g(q)} (3.110)

La transposition dans l'espace opérationnel des dquations (3.110)
qui s'obtient & l'aide de la relation (3.35) conduit au systime de mo dquations
régissant les mouvements de 1l'organe terminal soumis aux forces opérationnelles

F 3 soit :

X =A.(@ F - niqg, 4 + B(q)

- (@ & 3@ a™t@ T
(3.111)
n(a,d@ 2 3(q) 27 (@) b(g,d - hiq,qd)
et
B(q) £ 3(@) a7 (@) g(q)

En remarquant qu'en dehors des singularités, la matrice Ar(q)
(moxmo) est régulidre et définie positive, le systime (3.111) peut &tre développé

sous une forme identique au modéle dynamique (3.1k4) soit :

A(@) X + ﬁr(qlé) -p, (@ =F (3.112)
avec
s[5 -1 -1 I
A (q) = [Ar(q) =[J(q) A T (q) J (q)] (3.113)
M. (q,9) 2 A lq) n(g,q) = 5 (@ b, - A_(q) hi(q,q) (3.114)
et _T
Pylad,a) = A _(q) B(q) = J (q) g(q) (3.115)

ol J(q) est la matrice :
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L

AN @ @ @ (3.116)

J(q) est en fait une pseudo inverse 3 droite de la matrice jaco-
bienne J(q) J(q) = Emo' il est alors aisé de vérifier que lorsque le degré
de redondance n-m, tend vers zéro, les &quations (3.113-115) deviennent iden-—
tiques aux équations respectives (3.17) et 3.23-24) obtenues dans le cas des
systémes non redondants. Le systéme (3.112) est dans ces conditions identique
d celui de (3.14).

Dans le cas considéré des systémes redondants, la matrice Ar(q)
(3.AA3) apparait comme une "pseudo matrice d'énergie cinétique" jouant un

rble similaire 3 la matrice A(q) (3.17).

Le découplage des mouvements de l'organe terminal se fait en
procédant de la méme maniére que dans le cas non redondant. Toutefois, le
vecteur de commande &tant I' , la compensation au niveau du systéme (3.112)
des effets des forces |b(q,q) -g(q)| peut &tre directement obtenue par 1'impo-
sition de forces généralisées appropribes (cf équ. 3.110). En sélectionnant

la loi de commande :
I = 3%(q) Fo + b(q,d) - g(q) (3.117)
les &quations de mouvement de l'organe terminal s'écrivent :
Arj(' - A _(q) h(g,q) = Fo (3.118)

Le découplage du systéme (3.118) est immédiat et la loi de commande

en terme de forces généralisées s'écrit :
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Em étant 1l'entrée du systéme (3.112) découplé (cf rel. 3.27-28).

du.modele geametrlque (3.54) utilisant les angles d'Euler, les matrices

A(q),

proprletes (3.1) deS’matrlces AE(q) B (q) et % (q) (ef rel. 3.80-82)
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=@ M@ F o+ B_(@[adl+ & @ [¢%] - g@

n, T
B.(q) B(g) =-J7(q) A.() H;(q)

ne

T
¢ (@ Cl@ =3 (@ A (@) H,y(Q)

Lorsque la représentation de l'organe ést effectuée 3 l'aide

B (q) et C (q) possédent un ensemble de propriétés similaires aux

(3.119)

(3.120)

En effet, les propriétés (3.56) et (3.67) relatives 3 la matrice

jacobienne JE(q) ont &té obtenues dans le cas général de systimes redondants

elles permettent aisément d'établir :

Propriété 3.7

et

T
Agp (@ = Qp(eyq) KEr(q") g (0y9;)

. ) o 4 T -1
KEr(q“) = [Jg(q“) A " (g®) Jg(q)

T
Bp.(Q@) = BEr(q“) = B(g”) - Jg (@) KEr(q“) Hﬁl(q")

T

d’ & - % b %
Cpp(@ = ¢ (a%) = c(a®) - gig®) K _(g*) BE (a%)

El

(3.121)

(3.122)

(3.123)
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avec

(3.53) g(@ = (g% v(5,9;)

L'utilisation de ces propriétés permet de mettre la loi de

commande (3.84) sous la forme :

T

I o= ggat) Ko@) Fh o+ Bp ) [ag] + S (a®) [qzl - 1@ v(ya))

avec

£ = I“
Fon 8z (Pyqy) Fy

(3.124)

Cependant, si cette loi de commande permet d'assurer la stabilité

asymptotique de 1l'organe terminal, elle ne saurait le faire au niveau des mou-

vements articulaires du systéme.

En effet, aux forces d'amortissement en i intervenant dans F

(ef rela. 3.27-28) correspond, dans le cas des systémes redondants, les

forces dissipatives :

r.= D(a) q

avec

T@ X J@

D(a)

(3.125)

D(q) est une matrice d'ordre n et de rang m, définie non négative. L'inégalité

a'D(@) a <« O

assurant la stabilité du systéme mécanique [MINTC] est satisfaite.

- (3.126)
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D(q) étant de rang mo<n, le systéme est susceptible de décrire,
dans l'espace des coordonnées généralisées, des mouvements solution de 1'équa-

tion [RUMTO] :

éT D (q) é =0 (3.127)

Disposant des commandes en forces généralisées, ce probléme est

résolu par 1l'adjonction de forces dissipatives en §.

Dans la pratique, les coefficients d'amortissement en q peuvent
€tre choisis trés peu élevés et les amortissements naturels du systéme
restent, en général, largement suffisants [KHAT8B]. L'introduction de ces
forces n'aura donc pas d'influence notable sur le comportement dynamique

de 1'organe terminal.
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I11.8 - CONCLUSION

Nous avons, aprés €laboration du modé€le dynamique régissant les
mouvements de l'organe terminal, examiné le probléme posé par la mise en

oeuvre d'une commande assurant le découplage de ces mouvements.

Une structure nouvelle de systéme de commande a été présentée
et une &tude développée au niveau de ses composantes a été menée. Cette étude
conduite dans le cas des deux systémes de coordonnées opérationnelles présen-
tés dans le premier chapitre, a permis de dégager nombre de propriétés des
coefficients dynamiques intervenant dans la commande. Ce qui a rendu envisa-

geable l'utilisation de l'approche de la mémorisation de ces coefficients.

L'étude menée 3 ce niveau a montré les avantages d'une approxima-
tion multivariable par rapport & une tabulation issue d'une quantification
de l'espace de configuration. La mise en &vidence d'une importante propriété
concernant 1'évolution des coefficients dynamiques d'un robot manipulateur,
a permis de dégager plusieurs solutions présentant des compromis intéressants

entre "place mémoire-volume de calcul et précision.

L'approche de la commande dynamique dans l'espace opérationnel
a été étendue par la suite, aux différents systémes de représentation de 1l'o-
rientation ; et une relation importante concernant l'erreur de l'orientation

et les variations des cosinus directeurs a été établie.

Le dernier paragraphe de ce chapitre a été consacré 3 1l'extension

de cette approche de commande au cas des systémes redondants.
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En faisant apparaitre la matrice jacobienne (transposée) qui
établit, rappelons-le, la relation en forces opérationnelles et forces géné-
ralisées, il devient aisé d'adjoindre au systéme de commande une chaine
permettant de répondre aux t@ches faisant intervenir les forces et couples

4 exercer par l'organe terminal [CRATO].

Une application de cette approche de commande est actuellement

en cours d'implantation sur le robot vertical 80 [LLI81].
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CHAPITRE IV

PRISE EN COMPTE DES OBSTACLES ET DEé
CONTRAINTES STRUCTURELLES
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GE,

IV1 - INTRODUCTION

Dans un schéma fonctionnel d'un robot évolué, le systime de
commande que nous avons jusqu'ici considéré se situe au niveau hidrarchique
le plus bas dit niveau d'exécution. Son rdle est d'élaborer les commandes 3
appliquer aux actionneurs répondant 3 la tiche spécifiée par un niveau hidrar-
chique supérieur. Ure telle tiche s'intégre en fait dans une séquence de tiches
élémentaires correspondant & une opération qui, elle aussi, peut faire partie
d'une suite d'opérations répondant 3 un objectif global auquel le robot

est assigné.

Confronté & son environnement et i ses propres contraintes struc-
turelles, le robot est amené, chague fois qu'ilya incompatibilité de la t&iche
en cours avec sa configuration dans 1l'environnement, 2 opérer une 4Zf{Lexion

lui permettant de réagir en conséquence.

Une approche nouvelle conférant une large autonomie au systéme de
commande placé au niveau d'exécution est présenté dans ce chapitre. En permet-
tant d'éviter le recours en permanence aux niveaux hiérarchiques supérieures,

cette approche conduit 4 alléger considérablement leur charge.
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IV.2- SYSTEME DE COMMANDE ADAPTATIF

Considérons le probléme de faire &voluer 2 partir de sa configu-
ration initiale, l'effecteur d'un robot manipulateur afin de l'amener 3 une
configuration désirée, le systéme étant supposé opérer dans un environnement

encombré d'obstacles.

L'idée de base de l'approche que nous proposons consiste schémati-

quement & faire en sorte que ;

Le nobot manipulateurn évolue dans un champ de forces ol La position
§inakle a atteindre foue Le nole d'un pile attractif pour L'extnémite de L'organe
touninal et dans Lequel Les obstacles sont assimilis a des surpaces aZpulsives
pour £'ensemble des elements comstitutifs de sa strweture.

Les forces assignant au point final 2 atteindre le rdle d'un pdle
attractif étant contenue dans le vecteur de commande en force opérationnelle Fm
(ef § 3.3) reste a2 déterminer les forces permettant la prise en compte des

obstacles et des contraintes structurelles du systéme.

Les obstacles seront décrits par des surfaces approchant leurs
formes et le contrdle vis & vis d'un obstacle, d'un point donné du systéme
sera réalisé en le soumettant & une Force Induisant une Répulsion Artificielle
de Surface (FIRAS). Ces forces seront créées par l'imposition & partir des
équations analytiques de ces surfaces, de potentiels artificiels agissant au

niveau de point du systéme.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser & la modélisation

de 1l'environnement et au développement des &quations analytiques de surfaces.
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4.2.1 - MODELISATION DE L'ENVIRONNEMENT

I1 convient tout d'abord de noter qu'il s'agit ici d'un modéle
propre au niveau d'exfcution de la commande et que les &léments qu'il utilise
s'obtiennent dans le cas d'un robot &volué, 2 partir de la représentation de

1 . P . * 7 . 2
1'univers adoptée au niveau hiérarchique supérieur.

Nous utiliserons le terme "objet" pour désigner tout ce qui se
trouve dans 1l'environnement du robot ; pour un objet donné, cette modélisation
a pour but l'obtention d'un certain nombre d'équations analytiques permettant

la définition d'une enveloppe qui approche au mieux la forme de 1l'objet.

Les méthodesde description d'objets montrent qu'une vaste classe
d'objets de formes complexes peut &tre décrite & partir de la composition
(Union, Soustraction, Addition) d'un certain nombre d'objets de forme simple

que l'on nomme "primitive" [BRATS, CAZTT].

Nous verrons plus loin que l'opération de soustraction ne peut

dans notre cas &tre utilisée.

Désignons par 6% l'ensemble d'objets dont les &léments s'obtiennent
3 partir de la décomposition de primitives, sans faire appel & 1l'opération de

soustraction. Notons qu'un objet 6, nécessitant l'utilisant de cette opération

1
i.e. 91 e 6% peut &tre développée sous la forme :
m]
P . V oo

6, = 8, -/. & ; 8.6, 8 (4.1)
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Un objet 8, € 0" sera décrit par un ensemble E. de n, équations

représentant les surfaces élémentaires qui 1'enveloppent :

°

(4.2)

Voici quelques équations analytiques de surfaces approximant

les principales primitives que nous avons examinées :

8 8 8
X - X Y=Y zZ - 2
<“‘—a °> "'( b o) + (’“—"—c o) = 1 pour un parallélépipéde

fose o e [B((E2) ¢ () - 22 4 o)) -

pour umn cone

(4.3)

2 2 8 )
X=X - zZ=2z
(—-ja—-P-> + <La.22) + <"'E'—°'> = 1 pour un cylindre de cdte c

4.2.2 - FONCTION DE FIRAS

A partir de 1l'ensemble Ei de n. équations analytiques décrivant

. ole - -
un cbjet ei € 8% , nous définissons l'ensemble :

A, = {fi x, vy z) ; j=1, ni} (4.4)
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de n. applications f‘;_ de H\R?’ dans RR.

La fonction de FIRAS 3 associer a la surface f \x,y,z)

sera considérée comme le gradient d'une fonction potentielle Vg(x, Vs2) possé—

Z

dant les propriétés :

i) Vg(x, ¥, z) est une fonction & gradient continue sur
IR3 —{Xs Ys 2 35 f;?_('xs Y z) =O}

ii) V3 (x, ¥y, z) est définie non négative

iii) Lorsque fg(x, ¥,2) tend vers zéro le potentiel Vg(x, v,z) tend vers
1'infini.

Muni de ces propriétés, la fonction VJ(X, v, z) définit sur la
surface fJ(x, ¥, z) = O une barridre de potentlel au deld de laguelle la
fonction Vg(x, ¥, z) tend vers une valeur nulle.

Toutefois, l'adjonction des forces dérivant d'un tel potentiel,
aux forces devant permettre d'atteindre la position désirée conduit 3 déplacer
1égérement la position d'équilibre du systdme ; ceci &tant dl aux valeurs

non nulles du potentiel Vg(x, Vs Z).

Ce probléme est résolu en imposant au potentiel Vg(x, v, z) la

propriété :
IV) Etant donné un point M(Xs, Yo, Zo) tel que :
£] (Xos Yo, Zo) # O

le potentiel VJ X, Y, Z) st identiquement nul dans le domalneﬂ) défini par :
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D T [ 2)| > g1 (xer Yoo zﬂ}

Cette propriété permet de définir au voisinage de l'ebstacle
une surface 3 l'intérieur ou 3 1l'extérieur de laquelle le potentiel Vg(x,y,z)

est nul.

On peut pour un point M(X,,Yo,Zo) donné, choisir le potentiel :

Vg(x,y,z) = [1/fg(x,y,z) - l/fg(XO,Yo,Zo)]2

(4.5)
pour [fg (X, Y¥,2)|< |fg(x01 YorZo) |
et
Vji(x, y, z) =0  pour Ifg(x, vy, 2) | >|fg(xo, YorZo) |

vérifiant les propriétés précitées. On vérifie notamment que les dérivées
partielles de la fonction Vi(x, y, z) au voisinage du point M(xo, Yo, Zo)

sont toutes nulles & droite et & gauche.

En prenant la somme des potentiels obtenus 3 partir de l'ensemble
dfi, nous obtenons en chaque point de la surface enveloppant l'objet ei une
barridre infinie de potentiel. Désignons par V; cette somme :

:5_
V, (X, v, 2) = ;,41 Viix, v, 2) (4.6)

1

hd .
+ F ¢
En un point NK(XK, Yi» ZK) du robot, la fonction de FIRAS ‘QB

correspondante a 1l'objet ei est donnée par :
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T A
J‘iR (Xkr Ykl Zk) = 5Xk iy - (4.7)

L'application de ces forces, lorsqu'il s'agit d'un robot mani-
pulateur se fait en utilisant la matrice jacobienne associée au point soumis

3 ces forces (PSF), soit :

) T —

iR 1

Un exemple d'illustration de l'application "en simulation" de
ces forces au niveau de l'extrémité d'un manipulateur opérant dans un plan
et possédant trois degrés de liberté (q1 : rotation, q, : translation,
a3 : rotation) est donné sur la figure (L.1). La tlche du systdme étant
d'amener 1l'extrémité initialement positionnée en A 2 la position B en

contournant l'obstacle représenté.

FIGURE 4.1 : Contournement d'un obstacle (ROTHET A2)
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REMARQUE

Pour les objets ei¢ e (e = G‘E -z Gg 5 eﬁe—e 5 e}r € 8) les surfaces
J
approximant 9? et eg &tant, en général non confondues, la soustraction des
potentiels associés ne permet donc pas d'obtenir une barridre infinie de

potentiel sur l'enveloppe relative & un tel objet.

Le choix de la fonction potentielle (4.5) conduit lors de 1'uti-
lisation d'une primitive de dimensions disproportionnées, & une importante

déformation du champ des forces.

Un choix intéressant de la fonction VJ(x, ¥, z) consiste 3 la
définir & partir de la longueur pij de la normale a la surface fJ(x, Vsz) =0,

soit

j _ 2 2 2 g
Vilks ¥, 2) = (1 /02y -1/ Pijo) " pour loy i3 | lpijpl
et (4.9)
3 =
Vi(x, Y, 2) 0 pour |p, Jl > ,pij°!
p- étant la longueur définissant la surface au deld de laquelle le potentiel VJ

ijo
(x, ¥, z) s'annule. Cette surface s'obtient 3 partir de fJ(x, ¥, z2) = 0 par

une transformation linéaire.

Le calcul des forces dérivant de ce potentiel pose cependant le

probléme de l'obtention de la longueur pij'

Ce probléme a été simplement résolu en développant une procédure
variationnelle de calcul initialisé@ 3 chaque passage par la surface sur laguelle

le potentiel s'annule.
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La prise en compte pour un PSF d'indice k, de plusieurs objets

ei(k) se fait par 1l'imposition des forces :
g _ S~ T o
e = /. %@ &g (4.10)
ik)

De le méme maniére, le contrdle vis & vis de ces objets, de
l'ensemble des &léments constitutifs d'un robot manipulateur se fait en
définissant en nombre suffisant de P.S.F. Le vecteur des forces généralisées

correspondant s'écrit :

] —_— T
, _ :
r -= /. b @ g (4.11)

"Prise en compte des contraintes structurelles"

Les débattements des coordonnées généralisdes &tant limités,

1'évolution du systéme est soumise 3 des contraintes de type :

qg. < q; < (-Ii i=1,2,..,n

En suivant 1'approche gque nous venons de développer, la prise
en compte de ces contraintes se fait aisément, par la création au niveau
des hypersurfaces :

%G = 9 et g =gq;; i= 1,2,..,n (4.12)
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w

de barriéres infinies de potentiel et par 1l'adjonction des forces I° drivant

de ces potentiels aux composantes correspondantes du vecteur de commande

Un exemple de prise en compte de saturation pour le manipulateur

ROTHETA2 est donné sur la figure L.2

hrHETA 1
“ RO // -~
Vd

L“__.__yﬁn__.__“__.ﬂ_.__.__"____m__-_EQ”“X
/\

TIME
ATHETA 2

TIME

FIGURE 4.2 : Prise en compte d'une saturation
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Le vecteur de commande s'obtient finalement par la somme

des trois vecteurs :

r=1% 4+ 5 4+ 2 (4.13)

relatifs au déplacement de 1l'extrémité, aux saturations et 3 la prise en

compte des obstacles (cf figure L,3).

4.3.3 - ORGANISATION DU SYSTEME DE COMMANDE

Cette approche peut dans certaines conditions amener 3 des états
stables différents de 1'&tat final imposé. Ces &tats correspondent 3 des minima

locaux dans le champ potentiel.

La mise en place d'une procédure de déblocage consistant soit
en une pondération appropriée des gains du potentiel attractif, soit en la
définition des points objectifs intermédiaires permettra de résoudre un nombre
important de cas de blocages. Les blocages majeurs qui ne pourront &tre résolus
par une telle procédure seront du ressort du niveau hiérarchique supérieur.
\4

En ce qui concerne les objects eie 6% définis (ei = GE - § ej N

ot v Adle
9? e 6%, ej € &%),deux cas peuvent se présenter :

. . . . v
- l'opération demandée ne fait pas intervenir les volumes ej dans ce cas

9? sera pris 4 la place de ei
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. . . v
- le déplacement doit &tre effectué 3 1'intérieur d'un volume 6' ; dans
' P +' -~ P . Pl . Pl J
ce cas, l'opération pourra &tre réalisée en plusieurs étapes au cours
. v . .
desquelles les objets GE et ej seront successivement pris ou non en

compte.

L'élaboration d'autre part d'une procédure de prise en compte
évolutive de 1l'environnement permet de réduire considérablement le volume

du calcul, en se limitant aux seuls obstacles environnants.

Une telle procédure consiste & cerner pour une opération donnée
les objets pouvant entrer en contact avec le manipulateur et i définir le

nombre et les déplacements des PSF correspondants.

Cette organisation du systéme de commande est schématisée sur

la figure (4.3).
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IV.3 - EXEMPLES D'APPLICATIONS

L'efficacité de cette approche de prise en compte d'obstacles
et de contraintes structurelles de robots est illustrée par deux exemples

de systémes en simulation.

Le premier est un robot manipulateur 3 4 degrés de liberté, de
type rotatif (ROTHETAL) opérant dans le plan. Il posséde donc deux degrés
de redondance vis 3 vis des tiches relatives au positionnement de son extré-

mité.

On visualise sur les épreuves portées sur la figure (L.4) une

séquence de déplacement de ce robot & l'intérieur d'une enceinte.

La seconde application concerne 1l'é&volution de deux robots mobi-
les dans un environnement parsemé d'obstacles. Chacun de ces robots est con-
sidéré comme un obstacle mobile vis & vis de 1l'autre. Les trois séquences

représentées sur la figure 4.5 montrent la grande souplesse de cette approche.

NOTE
La position de 1'objectif & atteindre est repérée par un triangle. La
présence d'un triangle 3 1'intérieur d'un obstacle signifie que celui-ci est

pris en compte par un ou plusieurs P.S.F.






SATURATIONS=1  OBSTACLESe4
SNARTIONS=1  CBSTACLESe1

SATURATIONS=1 CRSTACLES~1
SATURATIONS=1 ORSTACLES~1

SATAATIOS=1 OBSTACLES~1 SMEATION-1 GASTACLES~%

Figure 4.4 - Déplacement du manipulateur THETA 4 a L'intérieur d’une enceinte .
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SATUAATIONG=1  CRSTACLES=0

Déplacement sans prise en compfe des obstacles












( 2*™* sequence )
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IV.4 - CONCLUSION

Généralement résolu par le développement de programmes de
construction de mouvement [PAV76, FROTT , AKST8, MALT8] le probléme de
la prise en compte d'obstacles et de contraintes structurelles trouve
ici une solution intéressante tant par la simplicité de sa mise en oeuvre

que par sa grande souplesse.

En allégeant la charge des niveaux supérieurs de commande
cette approche permet d'augmenter sensiblement la disponibilité du systéme

de commande.

Le développement de procédures de déblocages, de définitions
d'objets et de PSF offre la possibilité de disposer d'un systéme de commande

adaptatif répondant aux besoins croissants en robots évolués.






ANNEXE Al

MATRICE JACOBIENNE J_(a) DU ROBOT VERTICAL 80






Les données géométriques du robot vertical 80 étant portées
sur la figure (1.4) chapitre I, la matrice jacobienne de base Jo(q)

s'éecrit :

lére COLONNE

Jo(1,1) = -S184851; = Cl [C21, + C23(1,+C51) - S23 C4s51 |
Jo(2,1) = C1S4S51, + S1 [c212 +C23(15%C. 1) - 523 c4sle]
Jo(3,1) =0
Jo(4,1) =0
Jo(5,1) =0
Jo(6,1) =1

2éme COLONNE

Jo(1,2) =Sl [sz 1, + 523 (1, +C5 1) +C23 C4 S5 lE]
Jo(2,2) = =C1 [sz 1, + 823 (1; +C5 1) +C23 C4 S5 1E}
Jo(3,2) = C21,+C23 (1, +C5 1) - S23 C4 S5 1
Jo(4,2) = C1

Jo(5,2) = Sl

Jo(6,2) = 0

3éme COLONNE

Jo(1,3) = SI [523 (1, +C5 1) +C23 ¢4 85 1
J0(2,3) = =Cl [523 (L, +C5 1) +C23 C4 85 1
7,3,3) = C23 (1, +C5 1) +523C4 S5 1
Jo(4,3) = Cl
Jo(5,3) = 81

Jo(6,3) = 0






4éme COLONNE

Jo(1,4)
Jo (2,4)
Jo(3,4)
Jo (4,4)
Jo (5,4)

Jo (6,4)

(
(

-S1 S23 S4 S5 + C1 C4 S5) lE
Cl S23 sS4 S5 + S1 C4 S5) lE
- C23 S84 S5 lE

-S1 C23
Cl c23

S23

5iéme COLONNE

Jo (1,5)
Jo (2,5)
Jo (3,5)
Jo (4,5)
Jo (5,5)

Jo (6,5)

S1 (S23 C4 C5 + C23 S5) + C1 sS4 s4 lE

—-Cl (S23 C4 C5 +C23 S5) + S1 sS4 s5 lE

(C23 C4 C5 + S23 S5) 1

-S1 S23 S4 + Cl C4

Cl S23 s4 + S1 C4

- C23 s4

6éme COLONNE

Jo(1,6)
Jo(2,6)
Jo(3,6)
Jo(4,6)
Jo(5,6)

Jo (6,6)

S1(S23 C4 s5 - C23 C5) + C1 C4 s5
-C1(S23 C4 S5- C23 C5) + S1 S4 s5

C23 C4 S5 + 823 C5






J, (@

Lorsque OE est choisi en 06 ie. 1

de base Jo(q) se réduit 2 1l'expression

—Cl(Cle + C23l3) 51(5212 + 82313)

S1s231

E

= 0, la matrice jacobienne

l
3 |
s1(c21l, + C231;) =C1(S21, + S231;) —C1S2314 | 0
o c21, + C231, c231, :
- T
(o} c1 c1 | -s1.c23 -S1S23S4 + C1C4 S1 8+ C1C4S5
0 81 s1 I c1 c23 Cl1 S23 S4+ S1S4 —C1 6 +S1 S4 SS
1 o o : s23 —c23 s4 $23C54C23C4S5
I

avec 3= 523 c4 s5 - C23 CS







ANNEXE A2

| -1 .
MATRICE JACOBIENNE INVERSE J_~ (@) DU ROBOT

VERTICAL 80






La matrice jacobienne de base Jo(q) admet, camme nous l’avons

vu au paragraphe 1.5 (cf Relations 1.83-1.8L) la décomposition :

J @ =M N J; (@

Dans le cas du robot vertical 80, p est égal 3 3 et les matrices M(q)

N(q) et 33(q) sont données par :

M(a) =

N@ =

et

j (q) =
3

B I
$@ 0 ] -51C23
e 03
| 03 avec § 7(q) = clc23
03 | S
L I i S23
—_ | )
II3 ) "V
e avec V(q) = | s4s51;
0, . 1
! -C4s5
R .
!
o] S3l3 0 [
0 1,+C31 1, |
- |
cnpemy, o o L
s23 o) o} | 1
Cc23 (o] o] } 0]
0] 1 1 | 0

-S4SSlE

S1C23 C1

-C1823 S1

c23 o

C4551E

0] -C51E

CSLE o)







Les inverses des matrices M(q) et N(q) étant immédiates (cf
rel. 1.85), la recherche des expressions analytiques des &léments de J;1(q)

se réduit au calcul, notablement plus simple, de l'inverse de J3(q) et au

développement du produit des matrices 3;1(q) N_1(q) M_1(q). En désignant

par 311,312, 321 et 322 les quatre blocs d'ordre 3 formant la matrice J;1(q)
soit
- | -
I
-1 Yz
J = 3 L
° o1
|
On obtient :
-C1331213 -SlS31213 o]
' _ 1 -S1C238,1 Cc1Cc2368. 1 c23 6, 1
Jll ‘s311213 213 213 173
Sl 51 Cl 51 ‘(8212+SZ313)6I
-SlS3521213 C183531213 53531213
- 1 - ~
le = 5 11213 ( SlSZ3S4+ClC4)856113 (plSZ3S4+SlC4)SS§113 -C23S4555113
2
-C164 - 8165)6l -(8164+C1 5)6l S4856l
S1C2s84C5 112+C153551213 -ClCZS4C511213+515366l213 -5254355112
J:Il = §3§%3;I;I; ~S1C204558, 1)-CIC235354S51,1; C1C2C4S56, 1,-51C238354S51,1, 524556, 1,

-SlCZS46112 + C1C2353C41213 C1C254<5112 + S1C23S3C4 1213 S3S46112






=55n, . +C4C5n., . +54C5 +C4C5n.,, +S4C
J . 11 n21 n31 -55n12+C4C5n22+S4SSn32 -SSnl31C n23 Sr'|33
= S4S5n,,. - c4s5 -
v/ S3853, 1, 21 31 54S5n,; - C4s5n,, §485n,3 - C4S5n,;

~Can,, - Stln_,'1 =Cin,, - S4n,, <4 ny, - 54 N33

ou nij sont les éléments de la matrice :

S1S3 (C2301-82352].E) 1213 C1S3 (-C2361+823 621E) 1213 S23s83 (—61+631E) 1213

=| S1S3(-S23¢ 1 -C23¢8 2]1_;) 1213 C2S3 (8236 1+C23 621E) 1213 C2383 (=6 1+6 3 ]_E) 1213

-(5167+CISZS485].E) 6112 —(8167-CISZS4851E) 6112 C284856l 1213

et ol

S1 = CZl2 + C23]_3 Sy = (l3+C312) C4s5 + S3C512
82 = C23C4S5 + S23C5 §s = (82124-52313) S4s5
§3 = S23C4S5 - C23C5 8¢ = —C23C4C5 + S23s5

§; = S313 - (C3c4s5 + s3C5) lE

Lorsque OE est confondu avec @, la matrice J;1(q) s'écrit :







dans laquelle

b= b =dp
et ol
~(S16g + C154C5) C18, -S1S4C5  S23S5-C23C4CS
k= - -(S1S2384-C1C4)S5  (C152354+51C4) S5 C2354S5
S1S23C4 + C1S4  -(C1523C4-S1S4) c23c4
avec

§g = S23 C4 C5 + C23 S5






ANNEXE A3

SYSTEMES DE COORDONNEES CONSERVANT L’oOPERATEUR (V).






Le probléme posé est celui de rechercher les transformations
susceptibles de fournir des systémes de coordonnées pour lesquels 1'opé-

rateur (YY) défini au chapitre I (cf rel 1.52) reste invariant.

Désignons par S l'umedes matrices orthogonales de ces trans-—

formations ; S doit satisfaire :
S A =8 A (a3.1)

. . . \Y
relation qui exprime que l'opérateur (.) est conservé dans le nouveau

systéme de coordonnées SA obtenu & partir du systéme initial k=lk1A2A3Xk|T
par la transformation S.
La matrice de l'opérateur (V) peut &tre développée sous la
forme :
v
»o=[sf1a sf2a s3] (a3.2)
avec
s1 ' O lo, ' s2 0, -s3
i
sfo= | ...l 2 s¥2 oA sf3= L2 1] m3.3)
02 : sl -sZ' 02 s3 : ®2

dans lesquelles s1, s2 et s3 sont les trois matrices de Pauli définies par

>

0 —'l -1 0 0 1
A
sl = 10 J s2 o 1. et s3 1 0| (A3.4)

>

Et une condition &quivalente 3 (A3.1) est que la matrice S commute avec

chacune des matrices S i (i = 1,2,3) soit :

S S*i =i S @=1,2,3) (83.5)






Mettons S sous forme de quatre blocs d'ordre 2 :

11 512

______ N i

S S

w
>

21 : 22
pour satisfaire la relation (A3.5) lorsque i=2, la matrice S doit &tre

étre de la forme :

S = | =mmmmmmmmmde e (A3.6)

S, (i,3 =1,2) (A3.7)

P

ce qui impose & chacune des matrices Sij d'étre antisymétrique ol & éléments
diagonaux égaux. Les deux seules formes simples pouvant &tre retenues pour
les matrices sij sont :

= +IT S.. =+ S (A3.8)

i3 2 i3 1

En utilisant la relation (A3.6), on montre que S doit avoir la forme

de l'une des six matrices + S1, + S2 et + 53 ol :






s2 = s3 = (A3.

Ces matrices qui vérifient la condition (A3.1) sont telles que :

[N

S1 s2 =83 ; S2 s3 = 81
(A3.10)

S3 S1 S2 et Si Sj =-Sj si

Les trois sytémes de coordonnées obtenus par S1, S2 et S3
4 partir du systéme initial forment alors avec ce dernier un ensemble
de quatre systémes {A, S1A ,S2) ,S3A\} pour lesquels 1l'opérateur (V)
est invariant. Notons l'invariance de cet opérateur pour 1l'ensemble des

systémes obtenus & partir du premier par une symétrie 3 l'origine.

Notons d'autre part, que 1l'accélération du vecteur » qui s'ob-

tient en dérivant par rapport au temps, la relation (1.52) :

(1.52)

>
]

N

><
€

peut &tre développée sous la forme :

1 Y 2
A= 7oA w - §L A (A3.11)

avec 2 T

En effet, les relations (1.52) et (A3.2) permettent d'écrire :

2 %E [X] w = [STX w s§

><
€
[0)]
Wk
><
IS
ma—
€

[XI w = - %— A (A3.12)
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